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Algebra 1 – Esame 17.06.14

Rispondere alle domande su questo foglio usando gli appositi spazi e giustificando brevemente
ma esaurientemente tutte le risposte.

A Consideriamo C = {z ∈ C| |z| = 1} l’insieme dei numeri complessi di modulo 1.

1. L’insieme C è numerabile? [ ] 1

2. Poniamo zRw se esiste un n ≥ 1 tale che zn = wn. Dimostrare che è una relazione di
equivalenza. 2

3. L’insieme quoziente C/R è numerabile? [ ] 2

B Risolvere se possibile il seguente sistema di congruenze lineari:

{
x ≡ 2 (mod 9)

x ≡ 3 (mod 7)

2



C Provare per induzione che

Se k ≥ 1 si ha
n∑

k=1

(k2 + 1)k! = n((n+ 1)!)

2

D Si consideri l’applicazione φ : C∗ → C∗ definita da φ(z) = zn.

1. φ è un omomorfismo di gruppi? 4

2. Determinare nucleo e immagine di φ. 2



1. Nell’anello degli interi di Gauss Z[i] si consideri l’ideale I = (2i, 6 + 4i).

(a) Dire se I è principale, e, in caso affermativo, trovare un generatore. 2

(b) L’ideale I è massimale? 4

2. Sia S = Zm e si consideri la legge ⊥ : S×S → S cos̀ı definita x⊥y = ax+ by per ogni x, y ∈ S.

(a) Esistono a, b (= 0, 1 ∈ Zm tali che (S,⊥) è un semigruppo per qualche m > 0 ? [ ] 2

(b) Inoltre, in modo che m sia un numero primo ? [ ] 1



3. Consideriamo l’anello dei polinomi Z4[X].

(a) Il polinomio 2X + 1 è invertibile in Z4[X] ? [ ] 2

(b) È vero che Z4 è un sottoanello di Z4[X]/(2X + 1) ? [ ] 2

(c) È vero che Z4[X]/(2, X) è un anello finito ? [ ] 2

(d) È vero che l’ideale (2) è primo in Z4[X] ? [ ] 2


