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Algebra 1 – Esame 27.02.15

Rispondere alle domande su questo foglio usando gli appositi spazi e giustificando brevemente

ma esaurientemente tutte le risposte.

A Sia X un insieme non vuoto. Sia S

def
= P(X ⇥X) ordinato per inclusione e Y 2 S (fissato).

1.

`

E vero che esiste

ˆ

Y

def
= min{R ◆ Y | R 2 S è relazione di equivalenza su X} ? [ ] 2

2. Se Y

def
= {(x, x) 2 X ⇥X | x 2 X} 2 S è vero che

ˆ

Y = Y ? [ ]

(Descrivere la relazione di equivalenza in questo caso) 2

B Sia � : Z ! Z la funzione cos̀ı definita: �(a)

def
= 5a � 4 per numeri interi a 2 Z. Si denotino con

�

1 def
= �, �

2 def
= ��, . . . le funzioni che si ottengono componendo � con se stessa.

1. Per n � 1 si ha che �

n
(a) = 5

n
a� 5

n
+ 1 ? [ ] 2

2. Per m � 0 si ha che �

m+1
(a) = 5

m+1
a� 5

m � 3 ? [ ] 2



C Sia R[x] l’anello dei polinomi sul campo R, che possiamo vedere come anello o come R-modulo

rispetto alle ordinarie operazioni di somma di polinomi e di prodotto per un elemento di R.
Consideriamo il sottoinsieme M di R[x] dei polinomi che si annullano per x = 0 e x = 1.

1. M è un sottogruppo di (R[x],+)? [ ] 1

2. M è un ideale dell’anello R[x]? [ ] 1

3. M è un sottomodulo di R[x] come R-modulo? [ ] 1

D In Z6 si consideri la legge

[a]6 ⇤ [b]6 = [a+ 3b]6 8[a]6, [b]6 2 Z6.

Dire se le seguenti a↵ermazioni sono vere o false.

1. ⇤ è un’operazione su Z6. [ ] 1

2. ⇤ è associativa. [ ] 1

3. ⇤ è commutativa. [ ] 1

4. ⇤ ammette elemento neutro. [ ] 1

5. (Z6, ⇤) è un gruppo. [ ] 1



1. In Zp[x] (p primo) si consideri l’ideale I = (x

3 � x

2
+ x+ 5, x

3
+ x). Si determinino i valori di

p per cui:

(a) I è un ideale proprio. [ ] 2

(b) I è un ideale primo. [ ] 2

(c) I è un ideale massimale. [ ] 1

2. Nel gruppo additivo (C,+) si definisca una relazione ponendo

a+ ib  c+ id se b < d oppure b = d e a  c.

(a) (C,) è totalmente ordinato ? [ ] 2

(b) (C,) è un gruppo ordinato ? [ ] 1



3. Sia A = Z[
p
�2].

(a)

`

E vero che A

⇤
= {±1} ? [ ] 2

(b) Esiste un massimo comune divisore di i

p
2 e �2 in A ? [ ] 2

4. Sia Zp il campo delle classi di resti modulo p (p primo). Sia � : Z[x] �! Zp[x] la funzione

definita ponendo

�(anx
n
+ an�1x

n�1
+ · · ·+ a0) = ānx

n
+ ān�1x

n�1
+ · · ·+ ā0

dove āi 2 Zp sono le classi di ai 2 Z modulo p.

(a)

`

E vero che � è un omomorfismo di anelli ? [ ] 2

(b) Esiste p tale che � è un isomorfismo ? [ ] 2


