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Algebra 1 – Esame 30.04.15

Rispondere alle domande su questo foglio usando gli appositi spazi e giustificando brevemente

ma esaurientemente tutte le risposte.

A Sia X0 un insieme non vuoto tale che se x 2 X0 allora X0 � {x} è non vuoto. Sia X1 un insieme

tale che: ; 2 X1 e inoltre se x 2 X1 allora x [ {x} 2 X1.

1. Per quale i = 0, 1 esiste sempre almeno una funzione iniettiva f : N ! Xi ? 1

2. Per quale i = 0, 1 l’insieme Xi può essere finito ? [ ] 1

B Sia X un insieme non vuoto. Sia x 2 X (fissato) e sia ' : X

X ! P(X) tale che '(f)

def
= f

�1
(x).

1.

`

E vero che esistono X e x 2 X tali che ' è surgettiva ? [ ] 2

2.

`

E vero che esistono X e x 2 X tali che ' è bigettiva ? [ ] 2



C Sia M2(Z) l’insieme delle matrici quadrate di ordine 2 con entrate nell’anello degli interi Z. Sia

(M2(Z),+, 0) con + somma di matrici.

1.

`

E vero che definendo A • B = 0 per ogni A,B 2 M2(Z) si ha che (M2(Z),+, •, 0) è un

anello commutativo senza identità ? [ ] 1

2.

`

E vero che definendo A ·B = prodotto righe per colonne per ogni A,B 2 M2(Z) si ha che

(M2(Z),+, · , 0) è un anello con identità senza zero divisori ? [ ] 2

3.

`

E vero che l’insieme

⇢✓
a b

0 0

◆
| a, b 2 Z

�
è un sottoanello di (M2(Z),+, · , 0) ? [ ]

1

4.

`

E vero che l’insieme

⇢✓
a b

0 0

◆
| a, b 2 Z

�
è un ideale di (M2(Z),+, •, 0) ? [ ] 2

D Supponiamo di avere una struttura di monoide (M, �, 1) su un insieme finito M .

1. Mostrare un esempio di (M, �, 1) non commutativo M=[ ] 2

2. Se (M, �, 1) soddisfa la legge di cancellazione allora è un gruppo ? [ ] 2



1. Sia Z5[x] l’anello dei polinomi a coe�cienti sul campo Z5 e siano f(x) = x

4
+ x

3
+3x

2 � 2x e

g(x) = x

2
+ k.

(a) Per ogni k 2 Z5 si ha che g(x) è irriducibile ? [ ] 2

(b) Per ogni k 2 Z5 si ha che M.C.D.(f(x), g(x)) = 1 ? [ ] 1

(c) Per k = 3 si ha che g(x) divide f(x) ? [ ] 1

2. Sia Zn l’anello delle classi di resto modulo n > 1 e sia G = {(x, y) | x, y 2 Zn }. Si consideri

in G la seguente operazione ?

(a, b) ? (c, d) = (ad, bc)

(a) (G, ?) è un semigruppo ? [ ] 1

(b) (G, ?) è commutativo ? [ ] 1

(c) (G, ?) ammette elemento neutro ? [ ] 1



3. Sia A = Z[i].

(a) Trovare il massimo comune divisore (a, b) di a = 3 + i e b = 4� i in A. [ ] 2

(b) Trovare almeno un primo di Z che non è primo in A. [ ] 2

4. Sia Zp il campo delle classi di resti modulo p primo dispari. Sia � : Zp �! Zp l’applicazione

definita ponendo �(x) = 2x

p
per x 2 Zp

(a)

`

E vero che per p = 3 è bigettiva ? [ ] 1

(b)

`

E vero che � è sempre bigettiva ? [ ] 2

(c)

`

E vero che �(x+ y) = �(x) + �(y) ? [ ] 1


