Note di Algebra Lineare

Luca Barbieri Viale

http:/users.unimi.it/barbieri/

Dipartimento di Matematica “F. Enriques”
Universita degli Studi di Milano

(© L. Barbieri Viale 2012

BTEX



Indice

I1

Sistemi lineari

1.1 Operazioni elementari e sistemi equivalenti . . . . . . . . . ..
1.2 Algoritmo di riduzione di Gauss . . . . . .. ... .. ... ..
1.3 Soluzioni di un sistema ridotto . . . . . . .. .. ... ... ..

Matrici

2.1 Somma e prodotto di matrici. . . . . . ... ... ... ...
2.2 Matrici invertibili . . . . ... o000
2.3 Determinanti . . . . . . . ... ..o
2.4 Caratteristica . . . . . . . . . .
2.5 Teorema di Kronecker . . . . . .. .. ... ... ... ....

Spazi vettoriali

3.1 Prodotto per uno scalare . . . . . . ... ... ... ... ...
3.2 Basi . ...
3.3 Vettori geometrici . . . . . . ..o

Spazi ortogonali

4.1 Decomposizioni di spazi vettoriali . . . . .. .. ... ... ..
4.2 Prodottoscalare. . . . . . . . ... oL
4.3 Decomposizioni ortogonali . . . . . . .. .. .. ...

Operatori lineari

5.1 Matrici associate . . . . .. ..o oL
5.2 Nucleo e immagine . . . . . .. .. .. ... L.
5.3 Matrici di passaggio . . . . .. ... Lo
5.4 Diagonalizzazione . . . . . . . ... ...
5.5 Operatori autoaggiunti . . . . . . ... ... ... ... ...

Forme quadratiche

A.1 Forme bilineari . . . . . . . .. ... ... ... ...
A.2 Diagonalizzazione di forme quadratiche . . . . . . . . ... ..
A.3 Classificazione delle forme quadratiche . . . . . . ... .. ..

10

12
13
15
20
25
26

27
27
29
33

38

38
38
39
44

46
46
49
o1
93
99



Prefazione

Queste pagine raccolgono le note dei corsi canonici di Geometria del primo
anno per informatici e ingegneri che ho tenuto negli anni '90 all’Universita
di Genova e all’Universita di Roma “La Sapienza”. Come risultato dell’in-
segnamento di argomenti di matematica di base a non matematici, questo
libro consegue da uno sforzo di semplificazione delle materie trattate e costi-
tuisce una sorta di organigramma di nozioni, definizioni e risultati, algoritmi
e teoremi, problematiche e motivazioni. Per la comprensione (ovvero la di-
gestione) di queste materie prime ¢ indispensabile molto esercizio (ovvero un
buon addestramento alla produzione di acidi gastrici) e solamente 'esercizio
rendera consapevoli (di quel che non avete digerito). In nota al testo, a fondo
pagina, sono raccolti alcuni commenti ulteriori che intendono stimolare il let-
tore ad aguzzare 'ingegno, precisare e approfondire eventuali manchevolezze
dell’autore.

Presentazione

Il libro e organizzato in due parti che corrispondono a due differenti moduli
d’insegnamento o parti di un corso che possono essere trattati in modo indi-
pendente.

Nella prima parte presentiamo lo studio dei sistemi lineari e del principale
algoritmo per la loro soluzione. Introducendo la nozione di matrice, come
sinonimo di tabella associata ad un sistema lineare, sviluppiamo l'algebra
delle matrici, che risulta il leit-motiv dei nostri studi. Lo studio delle matrici
associate ai sistemi da un lato e quello delle loro soluzioni dall’altro condu-
cono al concetto di spazio vettoriale. Presenteremo, quindi, i tratti essenziali
della teoria degli spazi vettoriali di dimensione finita.

Nella seconda parte analizziamo, innanzitutto, il concetto di ortogonalita in
spazi vettoriali, mediante I'introduzione di prodotti scalari. Tale concetto
e relativo ma sufficientemente naturale da permettere la costruzione di basi
ortonormali mediante un semplice algoritmo. Presentiamo inoltre lo studio
degl’operatori lineari e delle loro matrici associate, provvedendo un criterio
affinché tali matrici possano risultare piu semplici possibile (ovvero diagona-
li!). Questo permettera di ricavare informazioni da particolari simmetrie delle
matrici e trattare le forme quadratiche anch’esse mediante opportune matrici.



Utilizzero una | cornice| per indicare alcuni termini che vengono introdotti o
utilizzati per la prima volta nel testo e che sono anche le parole chiave del
glossario.

Prerequisiti

Assumo che il lettore abbia una certa domestichezza con i numeri naturali,
interi, razionali e reali, equazioni e disequazioni, elementi di trigonometria,
polinomi, radici e loro molteplicita. Assumo noti i rudimenti della teoria de-
gl’insiemi: prodotto cartesiano, corrispondenze, relazioni d’ordine e d’equi-
valenza, funzioni o applicazioni (iniettive, surgettive e bigettive), immagini
e controimmagini. Le lettere N, Z, @, R e C denotano rispettivamente gli
insiemi dei numeri naturali, interi, razionali, reali e complessi.

Equazioni

Siano X e Y insiemi. La funzione f : X — Y determina un sottoinsieme di
X di tutti gli elementi z € X tali che f(z) = y con y € Y termine noto:
tale x che soddisfa ’equazione determinata da f con termine noto y si dice
soluzione o radice dell’equazione. Un insieme

A= {z € X | z verifica una proprieta}

esiste sempre! ed ¢ costituito dagli elementi di X che verificano una propo-
sizione che esprime la nostra proprieta. Ad esempio, I'insieme delle soluzioni
di una o pitt equazioni! Il simbolo £ indica che I'insieme considerato verra
in seguito denotato A. Inoltre, 'insieme vuoto che denotiamo () & tale che

P={rcQ|r*=2}={rcR|2*=-1}

dove f(r) = z? considerata come funzione di z € Q e di z € R rispettiva-
mente. Il simbolo = di uguaglianza significa che gli insiemi hanno gli stessi
elementi e quindi tali uguaglianze descrivono alcune peculiarita degl’insiemi
numerici considerati.

Molteplicita di radici

umendo noti i rudimenti di analisi r m radici di equazioni
Assumendo not dimenti di analisi reale e complessa, radici di equazio
poliniomali e loro molteplicita, richiamo qui brevemente il “teorema fonda-
mentale dell’algebra”.

!Non abusare dell’esistenza d’insiemi stravaganti.

4



Ricordiamo che se z € C ¢ un numero complesso questo puo essere rappre-
sentato da una coppia di numeri reali (a, b) mediante ’espressione z = a + ib
dove i2 = —1. Ricordiamo che il prodotto di numeri complessi z = a + ib e
z' = a' 4l & definito da

z-2' =ad —bb + (ab + a'b)i

Una rappresentazione grafica di C e anche possibile mediante la forma tri-
gonometrica z = p(cos(f) + isin(f)) dove p = |z| e & un argomento di z.
Inoltre z = pe? ed in tale modo si vede che 2" = p"(cos(nf) + isin(nd)),
formule utili per risolvere alcune equazioni.? In generale si ha:

Teorema Dato un polinomio P(t) € C[t] di grado > 1 esiste sempre un nu-
mero complesso z € C tale che P(z) = 0.

Questo e detto teorema fondamentale dell’algebra, la sua dimostrazione non
¢ elementare. Si deduce pero facilmente che

Pt)=c(t—z)™ - (t —2.)™

dove ¢ € C & una costante, i numeri complessi z1, . . ., 2, sono appunto le radici
di P(t) = 0 ed i numeri naturali my, ...m, le corrispondenti molteplicita tali
che my + -+ +m, = grado di P(t). Inoltre, se P(t) € R[t] ha coefficienti
reali, ovvero P(t) = ag + a1t + - - - + a,t" con a; € R, allora

e 2 = a+1b e radice se e solo se il coniugato Z = a — b e radice, e

e se z ha molteplicita m anche z ha molteplicita m.

Infatti, P(z)
e + anzn =

=ataz+ - +a,2" =+ Tz + o+ 02" = ag+ iz +
P(Z), poiche @ = a; in quanto a; € R.

’Le equazioni ™ = « si risolvono infatti scrivendo o # 0 in forma trigonometrica:
hanno sempre n-radici distinte che si dispongono su i vertici di un poligono regolare ad
n-lati.



Parte 1

1 Sistemi lineari

Un | sistema| lineare nelle incognite Xy, X, ..., X, si scrive

4

an Xy + apXo + -+ - + a1, X, = b
a21X1 —+ a/22X2 + -+ ClQan = b2

Up—11X1 + Qp—12Xo + -+ Appe1n Xy = by
alel + am2X2 + -+ aman = bm

\

dove i numeri a;; si dicono | coefficienti| mentre i numeri b; sono i corrispon-
denti | termini noti|.

e [ numeri naturali ¢ = 1,2,---,me j = 1,2,---,n sono detti .
L’indice 7 fissato corrisponde alla equazione

ain X1+ aipXo + -+ apn X, = b

e quindi il sistema S risulta avere m-equazioni. L’indice j fissato
corrisponde alla incognita X;.

e Una di tale sistema ¢ una n-upla (sq, S2,- -, s,) di numeri
tale che ponendo X; = s; in tutte le singole equazioni si ottengono
i termini noti b; corrispondenti. Bisogna dunque specificare dove si
vogliono otttenere queste soluzioni (ovvero se gli s; sono numeri interi,
razionali, reali, complessi, etc.) L’insieme delle soluzioni &

Sol(S) = {(s1, 52, - . ., 8,) tale che & soluzione di S}

(®) | Attenzione!  Un sistema S con n-incognite ed m-equazioni puo avere
un’unica soluzione come averne infinite come nessunal!
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1.1 Operazioni elementari e sistemi equivalenti

Se il sistema S non ha soluzioni allora Sol(S) & vuoto; in questo caso basta
che una singola equazione non ammetta soluzioni oppure puo accadere che
le singole equazioni ammettano soluzioni, ma il sistema sia ’ incompatibile‘ e

quindi Sol(S) risulti vuoto.

Problema 1.1 Trovare un metodo, possibilmente un algoritmo, per trovare
le soluzioni di un sistema lineare ovvero determinare l’insieme Sol(S) dato
un sistema S.

Se consideriamo una singola equazione del sistema
ain X1+ appXo + -+ ap X, =b;
possiamo moltiplicare per un numero non nullo k& # 0 ottenendo
kajn Xy + kaipXs + -+ - + ka;, X, = kb;

senza modificare Sol(S). Analogamente riordinando le equazioni di S non
modifichiamo Sol(S).

Definizione 1.2 Diciamo che due sistemi S ed S’ sono se ab-

biamo che Sol(S) = Sol(5").

Si possono quindi individuare facilmente le seguenti operazioni su S dette
operazioni elementam" che producono sistemi equivalenti:

e moltiplicare una qualunque equazione di S per un numero non nullo,
e scambiare equazioni di 5,

e sostituire una equazione di S con quella ottenuta sommando ad essa
un’altra equazione di S.?

3Se (s1,52,...,5,) & una soluzione di S, quindi una soluzione di ogni equazione E;
per i = 1,...,m, & anche una soluzione del sistema S’ dove l’i-esima equazione FE; viene
sostituita con E; + E; per i e j fissati; e si ha che Sol(S) = Sol(S5”) se i # j.
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1.2 Algoritmo di riduzione di Gauss

Utilizzando le operazioni elementari si puo sempre semplificare un sistema
lineare S, trasformandolo in un sistema S’ equivalente e con un maggior
numero di coefficienti nulli. 1 coefficienti e termini noti del sistema S si
possono rappresentare sinteticamente mediante una tabella

a11 12 @13 . A1n by
21 @22 23 cee A2n, by
(2)
Am—11 Am-12 Am—13 Am—1n  bm—1
am1 Am2 am3 Amn bm

La prima riga R; corrisponde alla prima equazione nel sistema S in (1),
la seconda riga Ry corrisponde alla seconda equazione, etc. Sara comodo
denotare C',Cs, ... la prima, seconda, ...colonna della tabella.

Passo 1

L’algoritmo* di riduzione parte controllando se a;; ¢ nullo:

e se a;; = 0 e inoltre ai; = 0 con k > 1, ovvero la prima colonna C}
della tabella (2) & nulla, allora controlla se a2 € nullo, etc. operando in
seguito sulla nuova tabella ottenuta da (2) scartando la prima colonna;

e nel caso in cui a;; = 0 ma esiste ag; # 0 con £ > 1 allora opera lo
scambio

R1<—)Rk

e passa al caso seguente, nel quale ay; <+ ax; non e nullo:

e nel caso ay; # 0 nella tabella (2) o in quelle ottenute come sopra, opera

la sostituzione
(751

Rk—>Rk——R1

a1

4Brevemente un algoritmo ¢ una sequenza di procedure di calcolo che trasformano certi
dati input in altri dati output.
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per ogni riga Ry con k > 1 della tabella (2); questo produce un sistema
S’ equivalente ad S la cui tabella e

11 12 a3 cen A1n by
! ! / /
0 (e Qys ... Qo 9
(3)
/ / / /
0 Gp19 Gpy13 S
/ / / /
0 am? am3 amn bm

Passo 2

Applica il Passo 1 alla tabella

! ! ! /
e Qg ... ah, b,
(4)
! / ! /
U121z -+ Gp1n by
/ / / /
o L . b,

ottenuta dalla (3) estraendo la prima riga R; e la prima colonna e quindi si
avrebbe che a}, diventa a;; del Passo 1. Chiaramente molti altri coefficienti
A9, Ay, - - - POssono risultare nulli.

Iterazione

La tabella (4) ¢ piu piccola della tabella (2) da cui siamo partiti. Ripetendo
il Passo 1 a tabelle sempre piu piccole il processo termina.

Fine

L’algoritmo termina producendo una tabella del tipo seguente

*  x  * *  x
0o 0 x *x ok
P <5>
0O 0 O *  *
0O 0 O 0 O
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dove * sono numeri possibilmente® non nulli che risultano dalle varie opera-
zioni.

Il primo termine non nullo, da sinistra, in ogni riga di questa tabella, si dice
e corrisponde ad un coefficiente non nullo di una incognita del sistema
che risulta alla fine dell’algoritmo. Ad esempio, se fosse risultato che a;; # 0
in (2) si avrebbe a;; = + nella (5). Nella prima equazione quindi si potrebbe
facilmente esprimere X; in funzione delle rimanenti incognite. Un sistema
con una tabella come in (5) si risolve subito, come vedremo in seguito.

Definizione 1.3 Un sistema si dice |ridotto| se il primo coefficiente non
nullo di ogni equazione e piu a sinistra del primo coefficiente non nullo
dell’equazione successiva.

1.3 Soluzioni di un sistema ridotto

Supponiamo di partire da un sistema S come in (1) con n-incognite ed m-
equazioni. Applicando 'algoritmo di riduzione si ottiene un sistema ridotto
equivalente ad S. In tale sistema ridotto le ’equaziom significative| o non
nulle sono quelle che determinano le soluzioni. Quindi basta studiare le
soluzioni di queste ultime per descrivere Sol(.S) e rispondere al Problema 1.1.
In un sistema ridotto si possono verificare due casi.

Caso 1

L’ultima equazione significativa ha tutti i coefficienti nulli ma il termine noto
¢ non nullo. Ovvero si ottiene una tabella

* * * * *
0O 0 «x * %
(6)
0 0 o ... 0 «
O o0 O ... 0 O

dalla quale risulta una equazione 0 = * con x un numero diverso da zero. In
questo caso chiaramente il sistema non ha soluzioni.

°In effetti la tabella (5) non contempla tutte i possibili risultati della riduzione; ad
esempio, si puo verificare che la x del coefficiente nella penultima equazione sia nulla.
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Caso 2

Si hanno p-equazioni significative, ovvero p-righe non nulle nella tabella (5),
nelle quali si trova almeno un coefficiente non nullo. Ovvero, nella tabella
(5), si possono anche trovare diverse righe nulle ma non si ha il caso descritto
nella tabella (6). Allora si hanno n—p incognite libere. In effetti tali incognite

sono | parametri| che descrivono al loro variare tutte le soluzioni del sistema.

Si dice dunque che il sistema ha 0o P soluzioni®.

Esempio

Ad esempio, la tabella potrebbe essere

O O O O x
O O O O
O O Ot ot
S O X ot ot
S O X ot ot
S O X ot ot

In questo caso abbiamo 5 incognite e 3 equazioni significative ed il sistema
ha 00? soluzioni.

In generale, se abbiamo operato la riduzione ed m era il numero di equazioni
si avra che p < m. In particolare se m = n, ovvero abbiamo tante incognite
quante equazioni, e si ha anche p = n allora abbiamo un’unica soluzione del
sistema.

Definizione 1.4 Diciamo |caratteristica| di un sistema ridotto il numero
delle sue equazioni significative.

Si noti che per rispondere veramente al Problema 1.1 pero bisogna adesso
rispondere al seguente.

Problema 1.5 Mostrare che un qualunque sistema ridotto S’ equivalente ad
S ha sempre la stessa caratteristica.

Siccome la caratteristica e una proprieta della tabella dobbiamo ora affron-
tare seriamente il concetto di tabella.

6Questo & un tipico abuso di notazione.
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2 Matrici

Una ¢ appunto una tabella che viene indicata sinteticamente (a;;)

con i e j indici di riga e colonna rispettivamente. I singoli numeri (reali,

interi, etc.) a;; sono anche dette della matrice ed il e il

numero di righe x il numero di colonne”. Adotteremo la seguente notazione
M, ,(R) = {matrici m x n ad entrate in R}

In una matrice A = (a;;) € M, ,(R) con m < n i termini a;; peri=1,...m

vengono detti principale. Una ’ matrice diagonale‘ € una matrice
ovvero con m = n tale che tutti gli elementi a;; con i # j sono nulli.

In corrispondenza del nostro sistema S in (1) abbiamo una matrice A= (a;;)
di formato m X n con entrate i coefficienti a;; del sistema. Analogamente i

termini noti b= (b;) sono una matrice colonna m x 1 e le incognite X = (X;)
sono una matrice colonna n x 1. La matrice visualizzata nella tabella (2) si

dice matrice del sistema S ed il suo formato ¢ m x (n + 1).

Per rappresentare il sistema S mediante le matrici come segue

a;; Q12 @13 ... QAip X by

Q21 Q22 A23 ... dap X by
anl bmfl

Am1 Am2 Am3 ... Amn Xn bm

ovvero molto piu sinteticamente

AX = b (7)

pensiamo le equazioni come risultato del prodotto | righe X colonne ‘, riscri-
vendo la singola i-esima equazione

ain X1+ aipXo + -+ apn X, = b

come segue

(ail ;o A13 ... am) Ibz

"Pilt precisamente, una matrice m x n di numeri reali & un’applicazione dall’insieme
{1,...,m} x{1,...,n} a valori in R.
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Questa operazione ha senso poiche il numero di colonne della matrice A
coincide con il numero di righe della matrice colonna X.

2.1 Somma e prodotto di matrici

Possiamo utilizzare questa operazione di prodotto righe per colonne nel modo
seguente.

Definizione 2.1 Sia A = (a;j) matrice m xn e sia B = (b;;) matrice n x L.

1l ’ prodotto di matrici‘ AB ¢ la matrice m x | che al posto ij ha il risultato

blj
bgj
( aj1 Q2 A13 ... Qip ) e = ( anbij + aigbaj + -+ + Ainby; )

bn—lj
bnj

dal prodotto righe per colonne della i-esima riga di A per la j-esima colonna

di B.

(| Attenzione! 1l prodoto di matrici non & commutativo! Ad esempio, &
facile trovare matrici quadrate (m = n =1[) tali che AB # BA.

Prodotto per uno scalare

Data una matrice A € M,,,(R) si ha inoltre un’operazione naturale che
associa alla matrice A = (a;;) ed un numero A € R la matrice

A= (Aai)

Questa operazione risulta anche dal prodotto della matrice m x m seguente,
dove A compare sulla diagonale
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moltiplicando a sinistra della matrice A. In particolare, si ha che la matrice
quadrata

1 0 0 0

0 1 0 0
7

0 0 0 1

detta ’ matrice identica\ e tale che A = AI = A per una qualunque matrice
quadrata A, dello stesso formato di 1.

Ovviamente abbiamo anche una operazione naturale di somma.

Definizione 2.2 Siano A = (a;;) ¢ B = (by;) matricimxn. La|somma di matrici

A+ B ¢ la matrice m X n sequente

A + Bdéf(aij + sz)

L’elemento neutro per la somma & la | matrice nulla| m x n

0 0 0O ... 0

0 0 0O ... 0
0%

O O 0 ... 0

Tale somma ¢ ovviamente associativa A+(B+C') = (A+B)+C, commutativa
A+ B = B+ A ed esiste sempre 'opposto ovvero la matrice —A tale che
A+ (—=A)=0.
Proprieta
Queste operazioni godono delle seguenti proprieta®:

e A(BC) = (AB)C

e AB+C)=AB+AC

e (A+B)C=AC+BC

dove si sottointende che le matrici A, B e C' abbiano il formato opportuno
affinche tali operazioni siano definite. Si noti che, in particolare, si hanno
corrispondenti proprieta del prodotto per uno scalare: A(uA) = (M)A, A(A+
B)=MA+ABe (A A= A+ pA.

8La verifica di queste proprieta non & difficile anche se abbastanza laboriosa.



2 MATRICI 15

2.2 Matrici invertibili

Sia A € M,,,(R) una matrice quadrata non nulla. Si puo facilmente vedere
che non & sempre garantita ’esistenza dell’inversa moltiplicativa® ovvero di
una matrice quadrata A~' tale che A7'A = AA~! = [. Diremo che una
matrice A ¢ invertibile se esiste tale | matrice inversa] A=1.

Consideriamo nuovamente il nostro sistema (7) AX = b e supponiamo che A
sia invertibile. Allora, moltiplicando a sinistra abbiamo che

ATPAX = A7 e quindi si ha che X = A7

ovvero esiste un’unica soluzione! Ovvero tutte le equazioni sono significative
ed il sistema che otteniamo mediante l'algoritmo di riduzione ha caratte-
ristica massima. Deve quindi esserci un qualche legame tra 'algoritmo di
riduzione ed il calcolo dell’inversa.

Osserviamo infine che se A, B € M, ,(R) sono matrici invertibili anche il
prodotto AB ¢ invertibile e si ha
(AB)™' = B~1A™! (8)
Infatti si ha che
(B'AY)AB)=((B'"AHA)B= (B (A 1'A)B=(B'I)B=

e analogamente per il prodotto a destra.

Matrici elementari

Siamo ora interessati ad individuare delle matrici che corrispondano alle
operazioni elementari sul sistema (7) attraverso moltiplicazione sulla sini-
stra. Diremo che le seguenti matrici n x n, ottenute dall’identita, sono
’matm’ci elementam"

e [ la matrice identica n x n,

e E;; la matrice ottenuta da I scambiando la riga R; con R; con ¢ # j,

ad esempio
0 1 0 0
1 0 0 0
By =
0O 0 0 1

9Se esiste ¢ unica.
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e F;(\) la matrice ottenuta da I mettendo il numero A # 0 al posto
dell’entrata ii sulla diagonale, ad esempio

1 0 0 0

0 A0 0
Esy(N) =

0 0 0 1

e E;;j(\) la matrice ottenuta da I mettendo il numero A # 0 al posto
dell’entrata ij con i # j, ad esempio

1 0 0 0

A1 0 0
Eyn(N) =

0 0 O 1

Data una matrice A € M, ,(R) si ottengono le seguenti operazioni elementari
su A come segue:

e F;;A ¢ lamatrice A con lariga R; scambiata con la riga R;, operazione
elementare R; <+ R;

e F;(M)A & la matrice A con la riga R; sostituita con AR;, operazione
elementare R; — AR;

o E;;(A\)A elamatrice A con lariga R; sostituita con R;+AR;, operazione
elementare R; — R; + AR;

Si calcolano facilmente le inverse delle matrici elementari, mediante le ope-
razioni elementari inverse:

. El.;l = E;; in quanto R; <+ R; su E;; riproduce [
e £;(A\)! = E;(A71) in quanto R; — A'R; su E;(\) riproduce T

e E;;(\)"' = FE;j(—)) in quanto R; — R; — AR; su E;;(\) produce [
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Riduzione di matrici

Sia A € M, »,(R). Riducendo A mediante matrici elementari Ey, ..., E; si
ottiene una | matrice ridotta] per righe ovvero una matrice J = (r;;) tale che
se 1i; # 0 e ry; = 0 per ogni k < j allora anche 75, = 0 ogni volta che h > i
ek <j.

Proseguendo la riduzione in modo da eliminare i termini non nulli anche sopra
i pivot si puo ottenere una ’ matrice totalmente m’dotta‘ per righe ovvero una
matrice ridotta J = (r;;) tale che se 7;; # 0 e 7, = 0 per ogni k < j allora
ri; = 1 e per ogni h # 4 si ha 7,; = 0. In definitiva si ottiene la seguente
formula

EE, - -FEyEA=J (9)
dove E; per ¢ = 1,...t sono matrici elementari e J & totalmente ridotta per

righe.

Se A € M, ,,(R) fosse invertibile allora J = I ¢ la matrice identica. Infatti la
matrice J ha come primo elemento non nullo di ogni riga 1 e tutti gli altri
elementi delle colonne che contengono questi 1 sono nulle. Siccome J non
puo avere una riga nulla essendo prodotto di matrici invertibili, per la (9),
deve essere invertibile!® e quindi J = I. Questa argomentazione consente di
caratterizzare le matrici invertibili come segue.

Teorema 2.3 Sia A una matrice quadrata n X n. Le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

1. A ¢ invertibile,
2. A si riduce ad una matrice con n righe non nulle,
3. A si riduce totalmente ad I,

4. A & un prodotto di matrici elementari.

Dimostrazione:

[ 1.=2. ] Questo e garantito dall’algoritmo di riduzione; come abbiamo gia
osservato sopra, la matrice ridotta e invertibile e quindi non puo avere
una riga nulla.

10Una matrice con una riga nulla non & invertibile. Infatti anche nel prodotto con una
qualsiasi matrice risultera una riga nulla.
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[ 2.=3. ] Siccome A ¢ quadrata e la matrice ottenuta riducendo totalmente A
non ha righe nulle, allora i pivot (= 1) sono tutti situati sulla diagonale.

[ 3.=4. | Nella formula (9) J = I, quindi moltiplicando a sinistra per 'in-
versa del prodotto delle matrici elementari si ottiene

A= (EE, - EE) ' =E'Ey' - E'EY

e ora basta ricordare che le inverse delle matrici elementari sono ancora
matrici elementari.

[4.=1.] Se A ¢ prodotto di matrici elementari allora A ¢ invertibile in
quanto prodotto di matrici invertibili.

©

La formula (9) ed il Teorema 2.3 oltre caratterizzare una matrice invertibile
forniscono anche un metodo per calcolare 'inversa.

Algoritmo per il calcolo della matrice inversa
Se A ¢ invertibile allora, per la formula (9)
EE, - -EEA=1
e moltiplicando a destra per A~! si ha
EE, 1 BBl = A7!

ovvero eseguendo su [ le stesse operazioni elementari che riducono totalmen-
te A si ottiene A1

Quindi affiancando [ alla matrice A ed eseguendo la riduzione anche su [
giungiamo a ridurre A ad I e I ad A~L.

Supponendo di voler risolvere il nostro sistema (7) con la matrice dei coeffi-
cienti A invertibile possiamo quindi calcolare I'inversa mediante una riduzione
totale di A.'' Questo metodo ha perd lo svantaggio di non essere ottimale
dal punto di vista calcolativo.

11Gj noti che mentre A~1 & unica la riduzione totale di A ad I non ¢ unica.
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Fattorizzazione LU

Siamo interessati a scrivere una matrice A invertibile come prodotto di ma-
trici con molti zeri. A tal fine si puo ridurre A ottenendo

E.E, 1 By ELASU

ovvero U ¢ la matrice cosi ridotta (non totalmente!). Supponiamo inoltre che
A si possa ridurre senza scambi di righe. Allora le matrici elementari F; qui
sopra utilizzate per la riduzione sono tutte del tipo E;;(\) con ¢ > j oppure

Ei(\).

Osserviamo che la matrice U ¢ | triangolare superiore‘ ovvero ha entrate nulle

sotto la diagonale mentre ogni matrice E;;(\) coni > j e ’ triangolare z'nfem'ore‘
ovvero ha entrate nulle sopra la diagonale ed infine le E;(\) sono diagonali.
Inoltre il prodotto di queste matrici triangolari inferiori ¢ ancora triangolare
inferiore e cosi le loro inverse. Ponendo

L'YEE, |- EE

per quanto detto otteniamo una fattorizzazione'?

A=LU (10)

dove la matrice triangolare inferiore L si calcola subito (provare per credere!)
come prodotto delle inverse delle matrici elementari.

Nel caso in cui la matrice A non si riduca senza scambi di righe allora si
possono operare gli scambi di righe su A che permettono poi di ridurre senza
scambi. Si moltiplica A a sinistra per matrici elementari del tipo E;; fino ad
ottenere una matrice di | permutazione| P, prodotto appunto delle matrici di
scambio, e una fattorizzazione

PA=LU (11)

La matrice P & una matrice ottenuta dalla matrice identica facendo una per-
mutazione di righe e cosi la matrice PA differisce da A solamente per 'ordine
delle righe.

12Tale fattorizzazione risulta anche unica se ci si restringe a matrici L aventi sulla
diagonale tutti 1.



2 MATRICI 20

Infine, per risolvere un sistema
AX =b

come in (7), vediamo ora come si puod impiegare la fattorizzazione (10).
Sostituendo si ottiene

LUX =b
e ponendo
UXZY
si risolve il sistema
LY =0

Siccome L ¢ triangolare inferiore il sistema ¢ subito risolto (anche se L non
e ridottal) ed Y determinata. Poi si risolve UX =Y come al solito. Un
vantaggio di questo metodo risulta dal fatto che una volta determinata la
fattorizzazione della sola A ogni sistema con A come matrice dei coefficienti
si risolve subito.

2.3 Determinanti

Si vuole ora determinare 'invertibilita di una matrice quadrata A prima di
procedere alla riduzione. Questo numero che determina l'invertibilita di una
matrice sard detto | determinante| di una matrice.

Caso 2 x 2

Se il nostro sistema AX = b ha matrice dei coefficienti

ainl  ai2
A=
21 (22
e supponiamo aj; # 0 allora operando il passo di riduzione

a1

R2 —>R2——R1

ai

otteniamo la matrice ridotta
. a11 Qa2

21
* = A2 — —Aa12
ai

dove
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La matrice A ¢ invertibile se e solo se anche * # 0. Ponendo
det(A) = ay1a00 — arzam
e facile dedurre dal Teorema 2.3 la seguente equivalenza:
det(A) # 0 < A ¢ invertibile!

Infatti, se a;; # 0 si ha che a;;x = det(A) e se a;; = 0 allora si ha che
det(A) = —aga1z e quindi, operato lo scambio R; <> Rs, la matrice ridotta
non ha righe nulle se e solo se ha come termini pivotali proprio as; € ais.

Iterazione

Osserviamo che una matrice A = (a) 1 x 1 ¢ invertibile se e solo se a # 0 e
poniamo dunque det(A) = a. Quindi nella nostra definizione di determinante
di matrici 2 x 2 € implicita la possibile definizione per matrici n xn conn > 3.
Infatti, data una matrice A = (a;;) n X n chiamiamo | complemento algebm’co‘
A;; di un elemento a;; il numero che si ottiene dal determinante della matri-
ce (n — 1) x (n — 1) ottenuta da A sopprimendo la riga R; e la colonna C;
moltiplicato per (—1)"7.

Poniamo quindi'?

det(A) Zan Ay + apAp 4+ a1 A,

Esempio

Si noti che una matrice diagonale

a1 0 0 Ce 0
0 29 0 0
A =
0 0 O Qnn

ha determinante
det(A) = Q11 Annp

Infatti det(A) = aj3 A1 e per induzione sul formato della matrice si conclu-
de 1

1BQuesto si dice anche sviluppo secondo Laplace del determinante. Esistono altri svariati
modi per calcolare il determinante.
14 Analogamente, & facile calcolare il determinante di una matrice triangolare inferiore.
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Determinanti e operazioni elementari

Si calcolano facilmente i determinanti delle matrici elementari:
o det(E;;) = —1
o det(E;(N)) = A
o det(E;;(N)) =1

Una noiosa verifica, per induzione, permette anche di dedurre il comporta-
mento del determinante rispetto alla riduzione.

Lemma 2.4 Sia A € M,,(R) ed E una matrice elementare. Si ha che
det(FA) = det(E) det(A)
Si deduce dunque che:
e scambiando due righe il determinante cambia segno

e moltiplicando una riga per un numero A il determinante viene molti-
plicato per A

e sommando ad una riga un’altra moltiplicata per A il determinante non
cambia.

Determinanti e matrici inverse

Possiamo ora dare la seguente cratterizzazione delle matrici invertibili, da
aggiungere alla lista del Teorema 2.3.

Proposizione 2.5 Sia A € M,,,(R). Si ha che det(A) # 0 se e solo se A ¢
invertibile.

Dimostrazione:  Se A e invertibile allora e prodotto di matrici elementari
e applicando il Lemma 2.4 si ottiene det(A) # 0. Viceversa, dalla (9), una
riduzione totale di A, applicando il Lemma 2.4 si ha che det(J) # 0 quindi
J=1. ©
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Determinanti e prodotti di matrici

Siano A, B € M,,(R) e sia AB la matrice prodotto righe per colonne.
Possiamo ora dedurre la seguente formula:

det(AB) = det(A) det(B) (12)

Infatti, se A e invertibile allora e prodotto di matrici elementari e la formula
si deduce dal Lemma 2.4 iterato. Se A non ¢ invertibile bisogna verificare che
det(AB) = 0. Utilizzando la (9) si ha che F;--- E1A = J dove J ¢ ridotta e
ha almeno una riga di zeri. Ora AB = E;'---E;'JB e JB ha una riga di
zeri. Quindi det(AB) = det(E; ") ---det(E; ") det(JB) = 0 poiche abbiamo
gia osservato che una matrice con una riga di zeri non ¢ invertibile e per la
Proposizione 2.3 deve avere determinante nullo.

Un immediato corollario della formula (12) ¢ che

det(A™") = det(A)™*

Teoremi di Laplace per righe

Il T Teorema di Laplace dice che possiamo calcolare il determinate svilup-
pando rispetto ad una qualsiasi riga. Il IT Teorema di Laplace ha come sua
applicazione una formula per U'inversa, si veda (14) piu avanti.

Teorema 2.6 (I e II Teorema di Laplace) Sia A una matrice n X n. Sia i
un indice fissato (1 <i <mn) si ha

det(A) = aﬂAﬂ + a/iQAiQ + -t CLmAm
Sia j un’altro indice fissato (1 <i,j <mn ei#j) siha
CLﬂAjl + a/iQAjQ + -t CLmAjn =0

Queste formule sono facilmente deducibili dal calcolo del determinate della
matrice I3, A e da quello della matrice ottenuta da A sostituendo R; con R;,
ripettivamente.

Il TIT Teorema di Laplace ¢ una generalizzazione del primo a piu righe e
permette un facile calcolo del determinante di matrici a blocchi.
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Matrici trasposte

Data una matrice A = (a;;) si definisce la | matrice tmsposta‘ AT = (aj)

quella ottenuta da A scambiando righe con colonne ovvero le colonne di A”
sono le righe di A. Si vede facilmente che:

o (A+B)T = AT + BT
o (AB)T = BTA”

Una matrice tale che AT = A si dice | simmetrica| ad esempio ogni matrice

diagonale ¢ simmetrica. Si vede subito che la matrice di scambio ¢ simmetrica
e inoltre:

° EZ:?:E

° EZ-()\)T = E;(\)
o Ei;(N)" = Eji()\)

Dunque i determinanti delle matrici elementari coincidono con il determi-
nante delle loro trasposte. In generale, se la matrice A ¢ quadrata:

det(A) = det(AT) (13)

Infatti, se A € invertibile allora ¢ prodotto di matrici elementari A = E; - -- E;
e si ha det(A”) = det(ET --- EL') = det(E)) - - - det(E;) = det(A). Se A non
¢ invertibile neanche AT & invertibile. Infatti si verifica facilmente dalla
definizione d’inversa che
(AT)fl — <A71>T

Dalla formula (13) seguono i Teoremi di Laplace per colonne ad esempio il de-
terminante di una matrice si puo calcolare anche sviluppando rispetto ad una
qualsiasi colonna. Infine, sia C'= (A;;) la matrice costituita dai complementi
algebrici di una matrice A invertibile. Si ha che:

CT

Al =
det(A)

(14)

Infatti, come si verifica immediatamente, per il I e II Teorema di Laplace
facendo il prodotto con A, si ottiene 'identica.
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2.4 Caratteristica

Al fine di rispondere al Problema 1.5 e quindi risolvere i sistemi con matrici
dei coefficienti non invertibili o non quadrate prendiamo ora in esame sotto-
matrici quadrate invertibili. Sia A una matrice m x n. Si dice di
ordine p di A il determinante di una qualunque sottomatrice quadrata p x p
contenuta in A.

Definizione 2.7 Diciamo che una matrice A m x n ha | caratteristica| o
p e

e csiste un minore di ordine p non nullo e

e tutti i minori (se esistono!) di ordine p+ 1 sono nulli.
Denotiamo p(A) = p, in questo caso, la caratteristica di A.

Ad esempio, una matrice quadrata A n x n ha rango massimo n se e solo se
A e invertibile.

Se A e una matrice m xn ed E e una qualunque matrice elementare abbiamo
che

p(EA) = p(A)

Questo segue da un’analisi caso per caso delle operazioni elementari corri-
spondenti su A e dal fatto che la non nullita dei minori di A si mantiene,
come abbiamo gia osservato (ad esempio utilizzando (12)). Si ricava anche
facilmente, dalla formula (13) che

p(A) = p(AT)
Possiamo ora enunciare il seguente:

Teorema 2.8 (Rouché-Capelli) Sia A una matrice m x n e sia AX =0
un sistema in n-incognite, come in (7). Sia (A | b) la matrice m x (n + 1)
completa del sistema. St ha che il sistema ammette soluzioni se e solo se
p(A) = p(A | b). In tal caso, il numero di equazioni significative di un
qualunque sistema ridotto equivalente € uguale alla caratteristica di A.

La dimostrazione, tenuto conto di quanto detto sopra, segue dall’algoritmo
di riduzione. Infatti, la caratteristica ¢ invariante per operazioni elementari
e inoltre si ha che una matrice ridotta per righe ha caratteristica p se e solo
se ha p-righe non nulle.
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2.5 Teorema di Kronecker

In una matrice A con m-righe diciamo che una riga Rj ¢ ottenibile come
’ combinazione lm@are‘ delle restanti righe se si puo esprimere come segue

Ri=MRi+ Ry + AR,

dove Ry indica che che nella somma ¢ omessa la riga k-esima e \; per

i=1,...,m sono numeri.*

Se A ¢ una matrice m x n e p(A) = p si puo vedere che (per il Teorema 2.8!):

e se p < m allora esiste una riga che ¢ combinazione lineare delle rima-
nenti

e se p < n allora esiste una colonna che ¢ combinazione lineare delle
rimanenti.

Questa osservazione dimostra il seguente:

Teorema 2.9 (Kronecker) Per una matrice A m x n si ha che p(A) = p se
e solo se

e csiste un minore di ordine p non nullo, corrispondente ad una sotto-
matrice M e

e tutti i minori (se esistono!) di ordine p+1 corrispondenti a sottomatrici
contenenti M sono nulli.

Basta dimostrare che queste ipotesi su A implicano che p(A) = p. E infatti
le righe fuori da M sono dunque combinazioni lineari delle righe in M e dopo
una opportuna riduzione queste righe si annullano.

Anche se questo teorema permette una sostanziale diminuzione dei calcoli
volti a trovare la caratteristica di una matrice, il metodo della riduzione
risulta comunque vantaggioso.

15Se A & quadrata e questo accade allora det(A) = 0.
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3 Spazi vettoriali

Siano X’ ed X” due soluzioni di un sitema AX = 0. Si no-

ti che una loro combinazione lineare (come colonne) N'X’ + X" X" & ancora
una soluzione. Infatti ANX' + X' X") = VAX' + N"AX"” = 0. Per un si-
stema omogeneo S in n-incognite si ha dunque che I'insieme delle soluzioni
Sol(S) € R" & chiuso rispetto alle operazioni di somma e prodotto per uno
scalare. Inoltre, questa proprieta, come l’algoritmo di riduzione di Gauss,
non necessita dell’insieme numerico R. Ad esempio, se la matrice A ha en-
trate numeri razionali allora le soluzioni del sistema possono essere soluzioni
razionali, ovvero Sol(S) C Q".

Questi fatti individuano peculiarita dell’insieme delle soluzioni di sistemi

omogenei che sono del tutto analoghe alle proprieta gia descritte per le matrici
e che vogliamo ora isolare.

3.1 Prodotto per uno scalare

Denotiamo con k un‘ campo degli scalam" ad esempio Q, R oppure C i numeri
razionali, reali o complessi.

Definizione 3.1 Sia V' un insieme con due operazioni:
e la somma di due elementi u,v € V denotata u+ v e

e il prodotto di un elemento v € V' per uno scalare A € k che denotiamo
Av.

Se la somma e commutativa, associativa, esistono gli opposti ed un elemento
neutro che denotiamo 0 ed il prodotto per uno scalare e associativo, distribu-
tivo rispetto alle somme (anche in k) e tale che 1v = v per ogniv € V allora

diciamo che V' é un ’ k-spazio vettoriale ‘

Se V' e un k-spazio vettoriale diremo che gli elementi di V', v € V', sono

[vettori].
Un sottoinsieme W C V e un se e chiuso rispetto alla somma

ed il prodotto per uno scalare in V' ovvero:
e seu,veWalloraut+veWWe

escveWel\ekallora \velV.
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Diremo che dati vy, ..., v, vettori di V il vettore v
V= MU+ AU
e combinazione lineare di vy, ..., v,. Denotiamo

L{ve, .. 0.} S {00 + 4 An | Aty A € K}

il ’ sottospazio genemto‘ da vy,...,v,.

Quando per un sottoinsieme W C V risulta che W = L{wy, ..., w,,...} per
certi vettori wy, ..., w,, ... € W diciamo che wy, ..., w,,... & una (tra le tan-

te!) lsuccessione di genemtom" per W.

Supponiamo ora di avere due sottospazi Vy, Vi C V di un k-spazio vettoriale
V. Si vede facilmente che la loro insiemistica VpNV; € ancora un
sottospazio ma I'unione insiemistica V5 UV non e in generale un sottospazio!
Definiamo dunque lo | spazio somma‘ Vo + V1 come il piu piccolo sottospazio
di V che contiene Vj e V;. Insiemisticamente si ha che

def

Vo+Vi= ={vg+vi/vg € Vp,v1 € Vi}
Se Vo = L{uy,...,u.} e Vi = L{vy, ..., vs} si ha dunque che
Vo+Vi=L{uy,...,up,v1,...,0s}

Esempi

L’insieme delle matrici M,, ,,(k) con le operazioni di somma e prodotto per
uno scalare e un k-spazio vettoriale. In particolare si ha che

k" = My (k)

il k-spazio dei vettori riga!® (analogamente lo spazio dei vettori colonna ¢
M,,1(k)). Come ga osservato si ha che il sottoinsieme delle soluzioni di un
sistema omogeneo ¢ un sottospazio

W = Sol(S) C k"

16Tn particolare, se k = C allora C" ¢ un C spazio vettoriale. Siccome R C C si ha
che C (e dunque C™) & anche un R-spazio vettoriale e inoltre C = L{1,¢}. Analogamente
Q C R e quindi R & anche un Q-spazio vettoriale ma non esiste una successione finita di
generatori per R come Q-spazio vettoriale.
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il sottospazio delle soluzioni di S.

L’insieme k[X] dei polinomi in una variabile a coefficienti in k ¢ un k-spazio
vettoriale con le operazioni di somma di polinomi e prodotto per uno scalare.
Se k = R consideriamo solitamente R[X] come sottoinsieme dell’insieme
delle funzioni (continue) di variabile reale C(R). L’insieme C(R) ¢ un R-
spazio vettoriale mediante le operazioni di somma di funzioni e prodotto per
una costante ed R[X] ¢ un suo sottospazio. Si ha che la successione infinita
1,X,..., X" ... genera R[X| come R-spazio vettoriale ovvero si ha

R[X] = L{1,X,...,X",...}

Si noti che non e possibile estrarre da tale successione una successione finita
che generi tutto R[X] ovvero fissato n > 0 a piacere il sottospazio

R,[X]= L{1,X,..., X"} C RIX]

¢ il sottospazio dei polinomi di grado < n.

3.2 Basi

Supponiamo che V' sia un k-spazio vettoriale e che vy, ..., v, sia una suc-
cessione finita di vettori che generano tutto V: diciamo allora che V' e di

Diciamo che i vettori vq,...,v, sono |linearmente dipendenti| se esistone
scalari A, ..., A, non tutti nulli in k tali che

)\1U1+"'—|—)\n’0n:0

Diremo che vy, ..., v, sono | linearmente indipendenti|se non sono linearmen-
te dipendenti ovvero qualora si supponga che

)\1U1+"'—|—)\n1}n20

allora si ha che Ay =--- =X, =0.

Si noti che i vettori vq,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se ne
esiste uno tra essi che e combinazione lineare dei restanti. Infatti, se Ajv; +
<+ A\, = 0 ed esiste A\, # 0 allora si ottiene vy come combinazione lineare
vp = = A '(A\vg 4 -+ Tp -+ Aoy, dove 0y, indica che si & omesso vy nella
somma. Viceversa se un certo v € combinazione lineare dei restanti allora si
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ha che vy, ..., v, sono linearmente dipendenti.

Sia V' = L{vy,...,v,} un k-spazio di tipo finito. Se i vy, ..., v, sono linear-
mente dipendenti allora esiste un certo vettore, supponiamo sia v,, che e
combinazione lineare dei restanti e si ha ovviamente che

V=L{vy,...,v,} = L{vy,..., 0,1}

Scartando successivamente i vettori linearmente dipendenti si puo sempre
giungere ad una successione di generatori costituita da vettori linearmente
indipendenti!

Definizione 3.2 Una successione vy, . ..,v, di vettori linearmente indipen-

denti che generano uno spazio vettoriale V' su k si dice |base|.

Teorema 3.3 Tutte le basi di uno spazio vettoriale (di tipo finito) sono
costituite dallo stesso numero di vettori.

Dimostrazione:  Sia V' = L{vy,...,v,}. Mostriamo che n + 1-vettori qua-
lunque di V, siano wy, ..., w,1, sono sempre linearmente dipendenti. Scri-
viamo w; = a;1v; + - - + a;pv, come combinazioni lineari con a;; € k. La
matrice A= (a;;) ¢ una matrice (n + 1) x n ed il sistema omogeneo con
n-equazioni

ATX =0
nelle incognite X7 = (X1,..., X,,41) ha sicuramente una soluzione non nulla
(e quindi infinite!) per il Teorema 2.8. Sia (A1,...,\,41) tale soluzione.

Calcoliamo
AMwy + - AWy =
= M(anvy + -+ avn) + o+ A (@ngnivn + 0 Grpiptn) =

(Arain + -+ Appranr11)vr + -+ (M@, + -+ + Mg 1@ngin)vy =0

infatti \yay;+- -+ An11an41; = Operognii = 1,... ninquanto (Ay,..., Apy1)
e una soluzione del suddetto sistema. Quindi wy, ..., w,,1 sono linearmente
dipendenti.

Supponiamo ora che vy, ..., v, siano linearmente indipendenti ovvero fissia-
mo una base di V. Supponiamo ora che uq,...,u, 1 generino V ovvero
V = L{uy,...,u,_1}. Applicando il precedente ragionamento a vy, ..., v, si
avrebbe che sono dipendenti, contro I'ipotesi, quindi V' non puo esser generato
con n — 1-vettori, da cui la tesi. ®

Possiamo ora definire la dimensione di uno spazio vettoriale.
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Dimensione

Un k-spazio vettoriale (di tipo finito) V' ha n se una (e quindi

ogni!) sua base e costituita da n-vettori. In questo caso indichiamo
dimg (V) =n
la sua dimensione. Ad esempio, si vede facilmente che

dimg (M0 (k) = mn

infatti esiste sempre una ’ base canom’ca‘ fatta dalle matrici e;; che hanno 1 al
posto ij e zero altrimenti. In particolare dimg(R") = n, come ci si aspetta.”

Possiamo ora elencare alcune proprieta relative a basi e dimensione:

e dimy (V) = n se e solo se n ¢ il numero massimo di vettori linearmente
indipendenti di V'

o dimg (V) =n se e solo se n ¢ il numero minimo di vettori che generano
V', inoltre

e se W C V & un sottospazio allora dimg (W) < dimg (V) e

o se dimy (W) = dimg (V) allora W = V.

Coordinate

Per lo spazio k™ la base canonica di n-vettori, che denotiamo eq,...,e,, &
tale che il vettore riga e; ha 1 al posto i-esimo. Un vettore generico z =
(x1,...,2,) siscrive come combinazione lineare

r=xe+ --+x,6,

chiaramente in modo unico! Se vy, ..., v, & una base di uno spazio vettoriale
V' allora ogni vettore v € V' si scrive in modo unico come combinazione lineare
dei vettori della base. Infatti, se

U:)\lvl+...+>\nvn:)\/1U1+...+)\fnvn

allora

(A= ADvr+ -+ (A=A v, =0

1"La dimensione dipende anche da k: si ha che dimg(C) = 2 ma dim¢(C) = 1.
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ma siccome vy, ..., v, sono indipendenti si ha che \; = A, peri=1,...,n.
Se indichiamo sinteticamente con B : vy,...,v, la base fissata chiameremo
coordinate| di v rispetto a B il vettore colonna
A1
def
v = :
An

se v = ANV + -+ AUy

Tramite questa osservazione possiamo sempre costruire un’applicazione bi-
gettiva

op:V = k" v (1) =E (M, ..o A)
tra un k-spazio vettoriale V' di dimensione n, fissata una sua base B, e k™.18
Questa applicazione ¢ tale che pgp(v1) = e1,...,pp(v,) = €, e vettori in V
sono linearmente indipendenti se e solo se lo sono le loro coordinate in k.

Se W C V & un sottospazio, sia W = L{wy, ..., w,}, si ha una matrice delle

coordinate
def

Wp =

dove le r-colonne sono le coordinate dei vettori rispetto alla base B di V. Si
ha che

(w13| | wlB)

dimg L{wy, ..., w.} = p(Wp) (15)

Questo fatto riassume quanto osservato precedentemente.

Vogliamo ora calcolare la dimensione del sottospazio delle soluzioni di un
sistema omogeneo. Sia W = Sol(S) € R" dove S ¢ un sistema omogeneo
AX = 0. Si ha che

dimg Sol(S) =n — p(A) (16)

Infatti, per il Teorema 2.8, p(A) = p sono le equazioni significative e si
hanno quindi n—p-parametri liberi. Una soluzione ¢ dunque una n-upla dove
compaiono p-termini pivotali determinati da n — p-parametri. Assegnando il
valore 1 ad un parametro e 0 ai restanti si possono costruire n — p-soluzioni
linearmente indipendenti, che sono anche generatori per il sottospazio delle
soluzioni.

18Gi noti che inoltre le coordinate del vettore somma u-+v sono la somma delle coordinate
e la moltiplicazione per uno scalare \v corrisponde alla moltiplicazione delle coordinate
per lo scalare A. L’introduzione delle coordinate consente di lavorare direttamente in k.
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3.3 Vettori geometrici

I vettori geometrici del piano e dello spazio!® costituiscono esempi paradig-
matici di spazi vettoriali. Ricordiamo che un ’ vettore geometm’co‘ e una classe

di equipollenza di segmenti orientati. Questo significa che 7 = {A@, D, .. 3
dove i segmenti orientati AB, C'D, etc. sono tali che ABC'D e un paralle-
logramma. Questo significa che i segmenti orientati hanno stesso

(anche intensita o norma), | direzione| e [verso| ovvero

e la lunghezza dei segmenti AB, C'D, etc. coincide e viene denotata con
|U| oppure ||7]], la norma del vettore geometrico;

e isegmenti AB, C'D, etc. stanno su rette parallele, e quindi determinano
una direzione;

e i segmenti AB, CD, etc. sono orientati nel senso che i loro estremi
sono coppie ordinate di punti.

L’insieme dei vettori geometrici del piano e dello spazio verranno denotate
Vs e V3 rispettivamente.

La somma di vettori geometrici @ + ¥ (definita mediante la regola del pa-
rallelogramma) ed il prodotto per uno scalare Av con A € R (naturalmente
definita in modo tale che ||A7|| = ||||7]| e inoltre 774 (—1)7 = 0 sia il vettore
nullo?”) munisce V, e V3 di una struttura di R-spazio vettoriale. Si vede (non
facilmente!) che:

e due vettori geometrici non nulli 4 = {AE, CD,.. Jet= {E?T, GH, .. 3
sono linearmente dipendenti se e solo se i segmenti AB, etc. e EF, etc.
sono paralleli;

e tre vettori geometrici non nulli @ = {A%, oD, .. G, U= {E?W, OH, .. -}
ew = {IL,ON,...} sono linearmente dipendenti se e solo se i punti
O, D, H e N sono complanari;

e quattro vettori in V3 sono sempre linearmente dipendenti.

Da quanto detto segue che dim(Vs) = 2 e dim(Vs) = 3. Fissiamo, ad esempio,
una base B : v1,v3,v3 di V3. Si ha dunque che ogni vettore v € V3 si scrive
in modo unico mediante una combinazione lineare v = xv7 + yvs + zv3 dove

19Piano e spazio euclidei ovvero soddisfacenti i postulati della geometria euclidea.
207] vettore nullo 0 & rappresentato da un qualunque punto.
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la terna (x,y, z) sono le coordinate rispetto a B. Come gia osservato in
generale, questo permette d’identificare V5 ad R?, in particolare, una volta
fissata una base. Ma inoltre il nostro spazio dei vettori geometrici ¢ dotato di
altre proprieta metriche e, alcune tra queste, si generalizzano naturalmente
a tutti gli spazi R" ed anche a spazi vettoriali non di tipo finito.

Ortogonalita

In V; e V5 si definisce un’operazione che permette di tradurre algebricamente
il concetto di ortogonalita. Siano u = {Aﬁ, oP, .. 3, U= {C’b, 0Q, .. 3
due vettori non nulli. Definiamo I’angolo uv tra « e ¢ ’angolo, compreso tra
0 e m, determinato da POQ).

Definizione 3.4 Definiamo 1l ’prodotto scalare‘ tra due vettori geometrici
non nulli i e U il numero reale

i - U= |ul|v] cos(un)

d

]
L

Se uno tra i e v é nullo poniamo u - v=0.
In particolare, si noti che
Ulveu-v=0
e inoltre
70 = |v?

in modo che ¢ - ¥ = 0 implica che v = 0. Possiamo sempre accorciare un
vettore v # 0, dividendolo per il suo modulo otteniamo il suo [ versore| ovvero
il seguente vettore

vers(7) =

=

tale che |vers(¥)| = 1 e vers(¥) ha stessa direzione e stesso verso di ¢. Inoltre
si ha che 'angolo uv & identico all’angolo tra vers(u) e vers(v).

=l

Osserviamo che u - ¥ = ¥ - 4 e le operazioni di somma e prodotto per uno
scalare sono compatibili con 'operazione di prodotto scalare ovvero

T (AT + pid) = @ - 7) + (@ - ©).

Diciamo che una base di Vy o di V3 e | ortonormale| se & costituita da vet-

tori di modulo unitario due a due ortogonali. Ovvero v7,v3,v3 € una base
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ortonormale di Vs se e solo se v; - v; = d;; dove d;; ¢ il delta di Kronecker.?!
Spesso una tale base viene denotata con ;,j, k. Se abbiamo due vettori @ e 7
con coordinate (z,y, z) e (', 1y, 2’) rispettivamente ad una base ortonormale
possiamo calcolare facilmente il loro prodotto scalare

G-T=(zi+yj+2k) - @T+y]+ k)=
=22/ (i- 1)+ (g +2y) (i f)+ -+ 22 (k- k) =
=xx' +yy + 27

come somma dei prodotti delle coordinate. La norma di un vettore risulta
una ben nota formula

U] = Vi -4 = /22 +y*>+ 22

Infine, ricordiamo che altre formulazioni classiche della geometria analitica
euclidea possono essere rinvenute, in termini di coordiante rispetto ad una
base ortonormale, con I'impiego del prodotto scalare?? e mediante la distanza

tra vettori d(i, ¥) = ||[@ — 0] = \/(x — /)2 + (y — ¢)2 + (2 — 2/)2.

Parallelismo

In V5 si definisce ulteriormente una operazione che associa ad una coppia di
vettori @ e ¥ un terzo vettore di V3. Ricordiamo che il ’ prodotto vettom’ale‘

tra due vettori geometrici linearmente indipendenti @ = {A_B,O_P, ...}e
7={CD,0Q,...} ¢ il vettore denotato @ A 7= {OR, EF, ...} tale che

e il segmento orientato OR si determina sulla retta per O e ortogonale al
piano individuato dai tre punti P, O e () secondo la regola della mano
destra e tale che

| def

o |U N U= |ul|v] sin(uwv)

Se 4 e U sono linearmente dipendenti (ovvero paralleli) si pone @ A ¥ <0, in
particolare si ha sempre © A4 = 0. Da quanto detto segue che — AU = UA U
e inoltre

UN (AN + pw) = AU A V) + p(d A o).

217] delta di Kronecker & un simbolo che rappresenta la matrice identica I = (0i5)-

22Un’equazione cartesiana della retta, fissato un vettore ¥ € V con coordinate (a,b)
rispetto ad una base ortonormale, si trova dall’insieme dei vettori @ ortogonali a ¥ ovvero
{(z,y) € R*/ax + by = 0}. Analogamente, fissato un vettore # € Vs con coordinate
(a,b,c), I'insieme dei vettori @ ortogonali a @ ovvero {(x,y,2) € R*/ax + by + cz = 0}
rappresenta un piano.
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Possiamo quindi calcolare @ A ¢ in coordinate rispetto ad una base ortonor-
male

UNU = (x;+ yJ + zE) A (:L"Z—i— y'7+ Z/]Z) =
= 22/ (TN D)+ (wy —ya!)TAJ) + -+ 22/ (R AK) =
= (zy —y2") (T A J) + (2 — 20)(GAK) + (22 — 22') (kA D)

Si ha che i A j =k oppure i A j = —k. Nel pI‘lHlO caso la base ortonormale si
d1ceeln questo caso si ha che JAk =7 e kA7 =j. Quindi @ A7
ha coordinate

(y2' — 2y, 22’ — w2 2y’ — ya)

rispetto ad una base ortonormale destrorsa di V5. Si noti che il vettore « A ¥
risulta®® ortogonale sia ad i che a 7.

Proiezioni di vettori geometrici

In V, possiamo facilmente definire la proiezione di un qualunque vettore v su
un vettore non nullo v7 # 0 mediante la formula

def %vﬁ = |v| cos(vvy )vers(v) (17)
1

Questo risulta geometricamente, come segmenti orientati v = {A_B, 073, .
ev; = {CD,0OP,...}, dalla proiezione ortogonale del punto P sulla retta per
O e P;. Analogamente possiamo definire la riflessione mediante la formula

FE25— (18)
sfruttando la relazione (0 + 7)/2 = p.

In V3 possiamo inoltre definire la proiezione (e la riflessione) di un qualunque
vettore U’ su un sottospazio V5 (un piano) generato da due vettori non paralleli
U7 e 5. Anche questo risulta geometricamente dalla proiezione ortogonale di
un punto su un piano, e inoltre, se la base v1, v3 di V5 € ortonormale, abbiamo
che tale proiezione si calcola come

(V- 01)0] + (U - 03)05

23Provare per credere, facendo il calcolo del prodotto scalare: zyz' —xzy’ +yza' —yxz' +
zzy — zyx' =0, ete.
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Infine, se v7, V5, v3 € una base ortonormale di V3 allora un qualunque vettore
v € V3 si scrive

v = (U-01)01 + (V- 03)03 + (U - 03)03
in modo unico, come si verifica facilmente. Dunque i numeri v - v; per ¢ =
1,2, 3 rappresentano le coordinate x, y, z di v e p; = (¥-0;)0; sono le proiezioni
sui vettori v;. Queste osservazioni saranno essenziali, in seguito, per costruire
basi ortonormali.
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4 Spazi ortogonali

Desideriamo ora indagare le proprieta metriche di spazi vettoriali reali tras-
portando quanto possibile dell’intuizione geometrica di Vs, e V3. Come ab-
biamo visto per i vettori geometrici, si possono determinare sottospazi or-
togonali, mediante il prodotto scalare, e definire proiezioni e riflessioni in
modo naturale. Vogliamo dunque isolare il concetto di prodotto scalare, in
generale, per spazi vettoriali qualunque (anche non di tipo finito!) e definire
proiezioni e riflessioni di vettori su sottospazi. Innanzitutto, pero, ritorniamo
alla somma e intersezione di sottospazi.

4.1 Decomposizioni di spazi vettoriali

Sussiste la seguente relazione tra le dimensioni dell’intersezione e della somma
di due sottospazi.

Teorema 4.1 (Grassmann) Se Vp, Vi C V' sono sottospazi di tipo finito si

ha

dim(Vp + V1) = dim(Vp) + dim(V;) — dim(Vp N V4)
Dimostrazione:  Sia dim(Vo N Vy) = t e sia wy,...,w; una base di V5N
Vi. Completiamo wy, ..., w; a base di Vj sia wy, ..., ws, Ussq, ..., u, quindi
dim(Vp) = r; completiamo a base di V; sia wy, ..., wy, vi1,-..,0s quindi

dim(V}) = s. Basta ora verificare che la successione
Wiy v oy Wty Upg 1y ooy Upy Vigdy - -+ Us

e una base di V) + V7. Infatti, chiaramente

Vo+Vi=L{wy,...,wg,Upq1,-. U, Vpy1,--.,Us}
€ Wiy e v oy Wiy Upt 1y ey Upy Vpt1, - - -, Vg SONO T + s — T vettori linearmente indi-
pendenti (perche!?). ©

Da questa formula segue che se VN V; = 0 allora dim(Vg + V) = dim(V) +
dim(V}). Vogliamo generalizzare a piu sottospazi queste proprieta.
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(®) | Attenzione!  Possiamo avere tre sottospazi Vp, V4, Vs tali che V; # Ve
VinV; =0 per i # j ma dim(Vy 4 Vi + V) # dim(Vp) + dim(V3) + dim(V3).

Somma diretta
Siano Vp, Vi, ..., V, C V sottospazi. Sono fatti equivalenti
o dim(Vy+---+V,) =dim(Vp) + - - - + dim(V;)

e scelte basi di Vg, Vi,...,V, la successione di tutti i vettori delle singole
basi ¢ una base di Vo +---+ V.

° Viﬂ(VO—i—---Vi---—i-Vr) =0 per ogni 0 <i <, dove‘//\; indica che si
omette V; nella somma.

Se vale una qualunque condizione equivalente qui sopra esposta ogni vettore
dello spazio somma v € Vy + -+ 4+ V. si scrive in modo unico come somma
di vettori vg + -+ + v, dove v; € V; per 0 < ¢ < r. Diremo allora che tale

somma ¢ . In particolare, scriveremo
V=Wwe --aV

per indicare che V stesso ¢ somma diretta di sottospazi Vy, Vi,..., V.. C V.
Tale scrittura di V' come somma diretta di suoi sottospazi viene anche detta
’ decomposizione‘ di V in somma diretta. Se ad esempio V' ha base vy,...,v,
ciascun singolo vettore v; genera un sottospazio V; e V' si decompone nella
somma diretta dei V;.

4.2 Prodotto scalare

Al fine d’indagare le proprieta metriche di spazi vettoriali reali (e loro corri-
spondenti decomposizioni) sia V' un R-spazio vettoriale (non necessariamen-
te di tipo finito) e consideriamo un’operazione (u,v) — (u,v) € R ovvero
un’applicazione

(,):VxVoR

che sia formalmente identica al prodotto scalare tra vettori geometrici.

Definizione 4.2 Diciamo ’prodotto scalare | una operazione { , ) su un R-
spazio vettoriale V' tale che sia

Simmetrica (u,v) = (v,u) per ogni u,v € V;
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Bilineare (\u+ pv, w) = XN u,w) + u{v,w) per ogni u,v,w € Ve X\, u € R;

Positiva (v,v) >0 per ogniv €V e (v,v) =0 < v =0.

Uno spazio vettoriale V' con un prodotto scalare?* viene anche detto pre-
hilbertiano. Dalla positivita del prodotto scalare si ottiene una su

V' ponendo
def
[l = v/ (v, v)

tale che
o | =0<0v=0
o [[Av]| = [A[[|v]]

o |lu+ v+ |lu—v|* = 2||ul]* + 2||v||* che viene detta identita del
parallelogramma, e infine

o 4u,v) = |lu+0|* — [u—vl?
Questa ultima formula permette di ricavare il prodotto scalare dalla norma.

Teorema 4.3 Sia V uno spazio vettoriale con un prodotto scalare. Per ogni
u,v € V' st hanno le sequenti disequaglianze

Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz:
[(w, v)| < Jlull[|v]]
inoltre |(u,v)| = ||ull||v]] & u e v sono linearmente dipendenti;
Diseguaglianza triangolare:

lu+ ol < Jlull + [|v]]

Dimostrazione:  Siccome (u,0) = (0,u) = 0 possiamo supporre v # 0 per
dimostrare la prima diseguaglianza. Se u = \v allora si ha

[(Mw, )] = [M[{v,0) = [Al[[o]]* = [Mll]lv]
In generale, sia z € R un qualunque numero reale

0 < |lu+zv||* = (u+ zv,u+ 2v) = (u,u) + 2(u, v)z + (v,v)x* = p(x)

24Nel caso di C-spazi vettoriali la proprietd di simmetria deve esser perd modificata con
la simmetria hermitiana (u,v) = (v, u) e la teoria risulta simile.
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I polinomio di secondo grado p(x) risulta sempre positivo o nullo e quindi

(u,v)? — |Jul?||v]|* < 0. Infine, se |(u,v)| = ||ul|||v]| allora il polinomio p(x)
e un quadrato che si annulla per qualche numero reale x = A\ e dunque
|lu + Av|| = 0 da cui segue che u + Av = 0. La diseguaglianza triangolare

segue facilmente da Cauchy-Schwarz
lu+ ol < flull® + 2(u, o) + [ol* < Jlull® + 2lullllv]] + lvll* = (]l + [[0])?

©

Dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, se u,v # 0, segue che

{u,v)
1< ——<1
ol

e quindi possiamo definire I’angolo wv tra due vettori non nulli in modo che

uJ_v(:)(u,v):O(:)@:% (19)

In questo caso possiamo dire che u e v sono osservando che questa
nozione dipende dalla scelta di un prodotto scalare.

Lemma 4.4 Se vettori vy, ...v, non nulli sono due a due ortogonali allora
sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione:  Infatti, supponiamo (v;,v;) = 0 per i # j, e sia Ay +
<o+ A, = 0. Allora (Aog + -+ - A\ue, Ug) = Ap(Ug, vg) = 0 e quindi A\, =0
per ogni k siccome vy, # 0. ®

Definizione 4.5 Sia V' uno spazio vettoriale con un prodotto scalare. Dire-

mo che una successione di vettori vy, ...v, di V é|ortonormale| se (v;,v;) =

d;j. Se tale successione genera V ovvero V. = L{vy,...v,}, diremo che V

possiede una ’base ortonormale ‘

Fissato un prodotto scalare si ottiene anche una ponendo
d(u,v) = [Ju— |

tale che
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o d(u,v) >0ed(u,v) =0 u=0v
o d(u,v)=d(v,u)

e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) anche detta disuguaglianza triangolare.

Uno spazio vettoriale dotato di una distanza con le proprieta sopra elencate

si dice | metrico| Analogamente uno spazio V' si dice | normato| se dotato di

norma nel senso che si ha un’applicazione
I:V —R*

non necessariamente indotta da un prodotto scalare, tale che ||v|| =0 < v =
0, [[Moll = [All[oll e flu + ol < {lull + v].

Abbiamo osservato che un prodotto scalare garantisce una norma e quindi
una distanza ma, in generale, non viceversa.?

Gli spazi euclidei R"

Vogliamo ora definire un prodotto scalare su R" che generalizza il prodotto

scalare tra vettori geometrici. Dato x € R" sia x = (z1,...,x,) esiay € R"
Y1
T )
y =
Yn
Poniamo

def

(z,y) Sy’ =z + -+ Tuln

anche inteso come prodotto righe per colonne. Si ha che (z,y) = zy’ =
ya' = (y,z). Inoltre (z,\y) = Azy" = Nz, y) e (z,y +¥) = 2(y +y)" =
w(yT+y") = xy" +ay" = (z,y)+ (2, ¢). Infine (z,z) = w2’ = a3+ -+

da cui si ha

| 2ll= /2t + -+ 23

e la distanza indotta. Si noti che la base canonica di R" ¢ ortonor-
male. Infine, si ha la seguente:

. . . . def
25Uno spazio metrico diventa uno spazio normato ponendo ||u|| = d(u,0) se e solo se la

distanza soddisfa inoltre le seguenti d(Au, Av) = |A|d(u,v) e d(u,v) = d(u + w,v + w).
Una norma risulta indotta da un prodotto scalare ogni volta che soddisfa 'identita del
parallelogramma sopra esposta.
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Teorema 4.6 (Formula di Aggiunzione) Sia A € M, ,(R). Allora per ogni
x € R" ed y € R™ (considerati come vettori colonna!)

(Az,y) = (z,A"y)
Dimostrazione:  Osserviamo che considerando i vettori colonna si ha (a, b) =

a’b e quindi
(Az,y) = (Az)Ty = 2" ATy = (z, ATy).

Gli spazi di funzioni

Considerando funzioni integrabili ¢ possibile definire, integrando, prodotti
scalari tra queste. Ad esempio sia C°([a,b]) lo spazio delle funzioni reali
continue su un intervallo chiuso [a,b] C R. Definiamo un’operazione che
risulta (verificando!) un prodotto scalare

(f.g) / F()g(t)dt

mediante 'integrale definito. Si ottiene anche una norma

o / b Fieyear) "

In particolare, lo spazio dei polinomi R[t] C C°([—1, 1]) si considera normato

([ pera)”

I £l

I p|

e si ha

ropsy def ! e 1 B (—1)r+stt B T+§+1 se T+s ¢ pari
e [ rtsar = = Co
1 r+s+1 r+s+1 0 ser+s e dispari

Ad esempio, || 1|| = V2 e 1 ¢ ortogonale ad .
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4.3 Decomposizioni ortogonali

Sia dunque V' un R-spazio vettoriale dotato di prodotto scalare ( , ) e sia
W C V un sottospazio. Definiamo

WH={veV/ww) =0vYwe W}

che risulta ancora un sottospazio di V. Si noti che se W = L{vq,...,v,} si
ha che v € Wt & (v,v;)) =0 perognii=1,...r.

Abbiamo sempre che W NW= = 0, infatti se v € WNW+ allora (v,v) =
| v||*> =0 < v = 0. Vogliamo inoltre mostrare che W + W+ =V e quindi
che si ha la ’ decomposizione ortogonale

WeWw-=V
Se V' ¢ di tipo finito dal teorema di Grassman si ha che
dim(W+) = dim(V) — dim(W)

ed infine (W+)L =W.

Proiezioni e riflessioni

Supponiamo W = L{v,} con || v;|| = 1. Analogamente ai vettori geometrici
definiamo la proiezione di un qualunque vettore v € V su W mediante la
formula

Py (v) = (v, 010
e quindi si ha che v — Py(v) € Wt. Infatti, (v — Py (v),v1) = (v,v1) —
(v,v1)]| v1|*. In generale se W = L{vy,...,v,} dove la successione vy, ..., v,

costituisce una base ortonormale di W definiamo la ’ proiezione ortogonale‘ su
W come

Py (v) £ (v,v1)v1 + -+ (v, V),

Analogamente abbiamo che v — Py (v) € W siccome (v;,v;) = d;;. Dunque
un qualunque vettore v si scrive come somma di Py (v) € W e v — Py (v) €
W+ e si ha che Py(v) =0 & v e Wt e Py(v) =v < v e W. Definiamo,

analogamente, la lungo W mediante

Rw (v) = 2Py (v) — v
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Algoritmo di Gram-Schmidt

Vediamo ora come costruire basi ortonormali. Questa costruzione, nota come
algoritmo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, non ¢ altro che l'itera-
zione del procedimento di proiezione. Sia W = L{wy,...,w,} dove adesso
wy, ..., w, € una qualunque base di W. Vogliamo, trovare una base orto-
normale di W ovvero vy, ...,v, che generano W e tali che (v;,v;) = d;.
Denotiamo Wid:efL{wl, ...w;} perogni i =1,... r fissato e sia

vers(u) = |LUH

per ogni v € V. Poniamo
o vy = vers(w)
o vy = vers(wy — Py, (ws)) da cui risulta Wy = L{vi, v};

o v3= vers(ws — Py, (ws))

def . .
o U1 = vers(wg1 — Pw, (we41)) da cui risulta Wiy = L{vy, ..., vk41}
ed il processo termina?® quando &k + 1 = r.

Si noti che la successione vy, ..., v, € ortonormale per costruzione e si ha

wr+1 — P, (wk+1) = Wg+1 — <wk+17 U1>U1 — <wk+1,vk>vk

dalla definizione di proiezione ortogonale.

In conclusione:

e se W = V Talgoritmo permette di ricavare una base ortonormale da
una qualunque base di V'

e se IV C V I'algoritmo permette di ricavare una base ortonormale da una
qualunque base di W e quindi scrivere ogni vettore v € V' come somma
della sua proiezione ortogonale Py (v) € W e del vettore v — Py (v) €
W+ dimostrando che V = W & W+,

26Notare che il procedimento si pud comunque applicare anche a successioni infinite di
vettori.
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5 Operatori lineari

Un lopemtore lineare‘ tra due k-spazi vettoriali V' e V' ¢ un’applicazione
o : V. — V' tale che comunque dati vettori u,v € V' e scalari \, u € k si ha

o(Au+ pv) = Ap(u) + pp(v)

Ad esempio, sia V' = R[X]: l'applicazione che associa ad un polinomio la
sua derivata di ordine n fissato, ¢(p) < p(™ & un’importante paradigmatico
operatore lineare, ¢ : V' — V. In questo caso pero la spazio vettoriale V' non
ha dimensione finita e quindi il suo studio risulta maggiormente involuto.
Affronteremo lo studio di tali operatori solo per spazi vettoriali di tipo finito.

Omomorfismi, Isomorfismi, Endomorfismi, Automorfismi

Gli operatori lineari vengono anche detti ‘ omomorﬁsmz“ in altri testi appli-
cazioni lineari, ed infine trasformazioni lineari.

Un’operatore lineare ¢ : V' — V' & invertibile o anche un |isomorfismo| se

esiste o~ : V' — V lineare. Un’operatore lineare ¢ : V — V di uno spazio in
sé stesso e anche detto ’ endomorﬁsmo‘ Se inoltre ¢ e invertibile viene detto

’ automorfismo ‘

Denotiamo Hom ,(V, V') T'insieme di tutti gli operatori lineari da V' in V.
Questo e’ ancora un k-spazio vettoriale con le ovvie operazioni di somma
e prodotto per uno scalare definiti per gli spazi di funzioni. Denotiamo
End (V) = Hom (V, V). Dati ¢, € End (V) la composizione ot & ancora
un endomorfismo e munisce End (V') di un prodotto associativo, distributivo

rispetto alla somma, con identita I'applicazione identica.

5.1 Matrici associate

Fissata una matrice M € M,, (k) consideriamo l'operazione
X—=MX

che associa ad un vettore colonna con n-righe un vettore colonna con m-righe.
Pensiamo che il vettore colonna X rappresenta coordinate di un vettore v di
uno spazio vettoriale V' rispetto ad una base B (fissata) e M X rappresenta
le coordinate di un vettore di uno spazio V' rispetto ad un’altra base B’
(anch’essa fissata): tale operatore da V' in V’ risultera dipendere dalla scelta
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delle basi B e B’. Inversamente, vedremo che ogni operatore lineare da V' in
V' si puo descrivere mediante una matrice come sopra, avendo scelto delle
basi B e B’.

Operatori da R" in R™
In particolare, sia A € M,,,(R) e z € R" una n-upla di numeri reali;
indichiamo X = 27 e sia (AX)T =y € R™. Si ottiene un’applicazione
Ty :R" — R™ xl—>TA($)d:efy
Osserviamo che:
o AX+ X')=AX + AX' ovvero Ty(z + 2') = Ta(x) + Ta(z')
o ANX) = ANAX) ovvero Ta(Ax) = ATa(x) (per ogni A € R)

e dunque si ha Ty(Az + Na') = AT a(x) + NTa(2') ovvero che I'applicazione
T4 € un operatore lineare. Inoltre, fissato un vettore colonna b, I'insieme delle
soluzioni del sistema S : AX = b, Sol(S) = {X/AX = b} = T;*(b) s’identifi-
ca con la controimmagine del vettore b € R™ ed in particolare il sottospazio
delle soluzioni del sistema omogeneo ¢ T (0) = {x € R"/T4(x) = 0}.

Sia A = (a;;) la matrice considerata. Osserviamo che una n-upla z € R"
ovvero = (x1,...,x,) viene trasformata mediante T4 in una m-upla

Ta(x) = (a1171 + @122 + - -+ + A1 Thy -+, A1 L1 + Qo + -+ -+ Any)

semplicemente dalla definizione di prodotto righe per colonne. Quindi si ha
che le colonne della matrice A sono i trasformati dei vettori eq,...,e, della
base canonica di R" infatti T'a(1,0,...,0) = (a11,a21, ..., am1), etc.

Se inversamente supponiamo di avere un’applicazione lineare ¢ : R" — R™
otteniamo una matrice M, associata a ¢ scrivendo i vettori p(eq), ..., ¢(e,)
in colonna. Si noti che M, ha ancora m-righe ed n-colonne. Siccome z =
x1e1 + -+ xe, e @ e lineare si ha che

p(r) = m1p(er) + -+ znplen) = T, (v)

Denotiamo Hom (R", R™) I'R-spazio vettoriale di tutti gli operatori lineari
tra R" ed R™. Abbiamo dunque che

o+ M, : Hom (R",R™) — M,, ,(R) (20)
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¢ un’applicazione bigettiva con inversa
A—Ty: My, (R) — Hom (R",R™)

Osserviamo che tali operazioni sono anche lineari, ad esempio My, = M, +
My, e dunque definiscono un isomorfismo

Hom (R™,R™) = M,,..(R)

Operatori associati ad una matrice

In generale, sia V un k-spazio vettoriale con una base B : vy, ..., v, fissata e
sia V' un’altro k-spazio vettoriale con un’altra base B’ : v{, ..., v, anch’essa
fissata. Sia A € M,,,(k) una matrice dove si noti che n = dim(V) = il
numero di colonne ed m = dim(V’) = il numero di righe di A. Vogliamo
costruire un’applicazione lineare Ty : V — V.

Analogamente a quanto detto sopra siano = = (z1,...,2,) le coordinate di
un vettore v € V ovvero il vettore v = zyv1 + - - - + 2,0, ed il vettore colonna
vpZ 2T, Moltiplicando vg per A otteniamo un vettore colonna Avg che
possiamo pensare come coordinate y = (yi, ..., Yn) del vettore trasformato
Ta(v) = v} + - + ymv!, ovvero y” = Ty (v)g. In questo modo risulta v —
T4(v) : V — V' ottenuto da vg — Avg. In particolare, si ha che T4 (v;)p
¢ la d-esima colonna della matrice A in quanto v;p = el e Ael = i-esima

colonna della matrice A. Quindi
A= (Ta(v1)p| - [Ta(vn) )

Osserviamo che tale operatore T : V' — V' puo cambiare con la scelta delle
basi: infatti, cambiando la base B’ di V' il vettore T4(v) cambia, inoltre,
lo stesso vettore v € V ha coordinate diverse rispetto a basi B diverse di
V', moltiplicando per A possiamo ottenere risultati diversi e quindi diversi
vettori in V', anche rispetto alla stessa base B’.

Matrici associate ad un operatore

Se adesso consideriamo un operatore lineare ¢ : V' — V' tra k-spazi vettoriali
con basi B : vy,...,v, e B :v},..., v fissate. Siano ¢(vi)p/,...,¢(v,)p i
vettori colonna che rappresentano le coordinate rispetto a B’ dei trasformati
o(v1),...,o(v,) dei vettori della base B. Questa e la matrice delle coordinate
di tali vettori p(v1),...,@(v,) e si dice | matrice associatal

MEB Y (o(v) |- - |p(va) )




5 OPERATORI LINEARI 49

Ovviamente tale matrice cambia al variare di B e B’. Osserviamo che I'ope-
. BB’ — 1
ratore associato a M,™ € ¢ stesso ovvero TMJ?B/ = . Infatti, TMEB' (v;) ha

proprio le coordinate di ¢(v;) rispetto a B’ ed esiste un’unica applicazione
lineare determinata®’ dai trasformati di una base.

Teorema 5.1 Siano V e V' due k-spazi vettoriali con basi B e B’ fissate.
Sia dim(V) = n e dim(V') = m. FEsiste una corrispondenza biunivoca tra
operatort lineari e matrict

@ — MfB’ - Hom 1 (V, V') S My (k)
tale che:

BB' __ arBB’ BB’
erw - Mso + Md)

e per ogni A € k
BB _ BB’
My,> =AM,

Ap

5.2 Nucleo e immagine

Sia ¢ : V' — V' un operatore lineare. Definiamo il di g

Ker () = {v € V/ip(v) = 0}

Si vede facilmente che & un sottospazio di V. Inoltre si ha che ¢ : V. — V’
¢ iniettiva come applicazione se e solo se Ker(¢) = 0. Infatti, p(u) =
o(v) & p(u—wv) =0, per u,v € V.

Chiamiamo di ¢ 'immagine di ¢ come applicazione
def
Im (¢) ={p(v)/v eV}
e anch’essa un sottospazio. Se vy, ..., v, generano V abbiamo che

Im () = L{w(v1), .-, p(vn)}

Infatti, V = L{vy,...,v,} ed essendo ¢ lineare trasforma ogni combinazione
lineare di vy, ...,v, in una combinazione lineare di p(v1),. .., p(v,).

Sia vq, ..., v, una qualunque successione di vettori linearmente indipendenti
che non appartengono al nucleo, ovvero L{vy,...,v,} N Ker (p) = 0, allora
©(v1),...,o(v,) sono linearmente indipendenti. Infatti, se A\jp(vy) + -+ +

27Si estende per linearita!
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An(vy,) = 0 allora @(A\v1+- - -+ Av,) = 0 quindi Ao+ - -+ A0, € Ker (¢)
ma A\v; + -+ + A\v, = 0 per ipotesi, dunque Ay = --- = )\, = 0 poiche
v1,...,U, sono linearmente indipendenti.

Dunque, se Ker (p) =0e B : vy,...,v, ¢ una base di V allora i trasformati
o(v1), ..., ¢(v,) costituiscono una base di Im (¢). In generale si ha:

Teorema 5.2 Sia ¢ : V — V' un operatore lineare tar k-spazi vettoriali e
supponiamo che V' sia di tipo finito. Si ha

dim(V') = dim(Ker (¢)) + dim(Im (¢))

Dimostrazione:  Sia vq,...,v; una base di Ker (¢) che completiamo a base
Vly e ooy Uk, Uktt, - -, di V. Siccome V' = L{vy,...,v,} si ha che 'imma-
gine Im () = L{p(v1), ..., ¢(vk), o(Vks1), - -, p(vn)} dove @(vy) = -+ =
¢(vg) = 0 per ipotesi. Dunque Im (¢) = L{p(vg11),...,o(v,)} e questi ri-
manenti vettori ¢(vgy1),...,9(v,) sono linearmente indipendenti. Infatti,
V = Ker (¢) & L{vgy1,...,v,} per costruzione e dunque L{vgi1,...,v,} N
Ker (¢) = 0 ed abbiamo gia osservato che questo implica la lineare indipen-
denza dei trasformati ¢(vg11), ..., @(v,). Dunque dim(Im (¢)) = n — k dove
dim(Ker (¢)) = k e dim(V) = n. ©)

Se anche V' ha dimensione finita, siano B e B’ basi di V' e V”, rispettivamente,
. / . . .
e sia MfB una qualunque matrice associata a ¢. Abbiamo sempre che

p(MPP') = dim(Im (¢)) (21)

infatti sulle colonne di MfB/ ci sono le coordinate rispetto a B’ di vettori che

generano Im (). Inoltre, il sistema omogeneo MfB/X = 0 ha come soluzioni
le coordinate di vettori che generano Ker (¢). Coerentemente con il Teorema
di Rouché-Capelli si ha

n— p(MfB/) = dim(Ker (¢)) n = dim(V) (22)

Le precedenti formule sono utili per calcolare esplicitamente la dimensione
di nucleo ed immagine.

Sia ¢ : V' — V/ un operatore lineare, da quanto osservato segue che:

e se Ker (¢) = 0 (ovvero ¢ iniettiva) allora dim(V') < dim(V’);
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e se Im (¢) =V’ (ovvero ¢ surgettiva) allora dim(V') > dim(V");

o se Ker(¢) =0eIm(p) =V’ (ovvero ¢ bigettiva) allora si ha necessa-
riamente che dim(V') = dim(V").

Infine, se dim(V') = dim(V”) allora si ha:

e ¢ bigettiva < ¢ iniettiva < ¢ surgettiva.

Dimensione di Hom (V, V")
Consideriamo gli R-spazi vettoriali Hom (R",R™) e M,,,(R). Sia
¢ : Hom (R",R™) = M,, »(R)

I'operatore lineare che associa ad ogni ¢ : R” — R™ la matrice associata M,
rispetto alle basi canoniche. Abbiamo visto che ¢ € un’applicazione lineare
bigettiva dunque possiamo dedurre che

dim(Hom (R",R™)) = dim(M,,, »(R)) = mn

Analogamente per k-spazi vettoriali V' e V' con dimensioni n ed m si ha che
dim(Hom (V, V")) = dim(M,, (k)) = mn.

5.3 Matrici di passaggio

Vogliamo ora capire come cambia la matrice associata al variare delle basi.
Studiamo a questo fine la matrice associata alla composizione di due operatori
0:V—=V'ey: V' — V" Innanzi tutto consideriamo il caso in cui V= R",
V' =R"™ e V" = RP, con matrici associate A = M, e B = M, rispetto
alle corrispondenti basi canoniche. L’applicazione X — BAX associata alla
matrice prodotto ovvero

Tga :R" — RP

risulta essere la composta TT4. Inoltre
Ty T, () = T, (0(2)) = ¥(p(z)) = Yo(z)
per ogni z € R", e dunque My, = MyM,. In generale si ha:

Teorema 5.3 Siano ¢ : V. — V' ey : V' — V" due operatori lineari tra k-
spazi vettoriali di tipo finito. Siano MEP" e MP'B" matrici associate rispetto
a basi B, B' e B" rispettivamente di V, V' e V". Si ha che

BBII . B/BII BBI
Mw *Mw Mso

e la matrice associata a Y : V. — V" rispetto alle suddette basi.
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Dimostrazione:  Basta osservare che
Mf/BquBI’UB _ Mf/B”(p(U)B' = w(ﬂp(U»B”

e dall’'unicita della matrice associata (fissate le basi!) si ha 'uguaglianza. ©

Operatori invertibili

Consideriamo un isomorfismo ¢ : V' — V’. Osserviamo che, in particolare,
nel precedente teorema, se V" =V, B = B” e ¢ = ¢!, allora dim(V) =

. 7 BB’ . 1 . —1 - N E] . .
dlm(V ) e'Mw e guz.xdrata ed invertibile. Inoltre ¢~ ¢ = id e I'applicazione
identica di V' e quindi

__ afBB _ AyBB __ asB'Bj;BB
I'=Mg,~ =M5,=M,;7M,
Vale anche il viceversa, e abbiamo che:

e ©:V — Ve un isomorfismo < scelte basi B e B’ la matrice MfB/

¢ invertibile e si ha
B'B BB/\—1
Mw_l = (Mw )

Ricordiamo che I'applicazione ¢ : V. — k™ con n = dim(V') e che associa
v — vpg, ad un vettore le sue coordinate rispetto ad una base B di V, ¢ un
esempio importante d’isomorfismo. Se denotiamo con K la base canonica di
k" si vede che MP* = I, dunque anche M f_ff =1.

Cambio base

Consideriamo ora ’applicazione identica id : V' — V e la sua matrice asso-
ciata MBC rispetto a basi diverse B e C' di V. Se B # C questa matrice
MBS £ I non ¢ l'identita. Infatti, ha sulle colonne le coordinate dei vettori
di B rispetto a C'. Siccome id e chiaramente invertibile con inversa sé stessa,

si ha che

Chiamiamo queste matrici invertibili ’ matrici di passaggio|da B a C' e vice-
versa.

Applicando quanto detto sopra, a basi B, C di V e B, ¢’ di V', la matrice
MfB' associata ad un qualunque operatore lineare ¢ : V' — V’ risulta dalla

composizione di
M%C mec’ %’ B’
V i V » V/ 7 V/
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ovvero otteniamo la formula
BB' _ 145C'B 1 7CC' 3 rBC
Mw =M Mcp M,

Matrici simili
In particolare, consideriamo ¢ : V. — V ovvero ¢ € End (V). Siano B e
C' due basi diverse di V. Dalla precedente formula dove V=V’ B = B’ e
C = ' otteniamo

BB CB yCC 7 rBC
Da quanto gia osservato (MGP)~t = MEC e quindi abbiamo trovato la rela-
zione che intercorre tra le matrici associate a basi diverse.

Data una matrice invertibile P questa si puo sempre pensare come una ma-
trice MA'K di passaggio dalla base canonica K di k" ad un’altra base K’
di k™ considerando le colonne di P come coordinate dei vettori della nuova
base K’ rispetto a K. Analogamente, data una base B, la matrice P deter-
mina una matrice M5® dove la nuova base C' si ricava dalle colonne di P (=
coordinate dei vettori che definiscono C rispetto a B).

Definizione 5.4 Diciamo che due matrici A, A" € M, (k) sono se

sono associate allo stesso operatore ovvero se esiste una matrice invertibile

P detta di tale che
A= pPtAP
e denotiamo con A ~ A’ tale relazione.

Si noti che la relazione di similitudine e riflessiva, simmetrica e transitiva
ovvero e una relazione di equivalenza. La simmetria segue dal fatto che se
A" = P71AP allora A = PA'P~! e ponendo Q = P~!si ha A = Q1A'Q.
La transitivita segue considerando il prodotto delle matrici di passaggio.
Osserviamo che A ~ A’ implica p(A) = p(A’) ed, inoltre, det(A) = det(A’).

5.4 Diagonalizzazione

Siamo ora volti a trovare la matrice associata piu semplice possibile fissato un
operatore ¢ € End (V) al variare delle basi di V' ovvero:

Problema 5.5 Dato ¢ € End (V) stabilire se o quando esiste una base B
di V tale che MEB sia una matrice diagonale.
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Questo significa che per una matrice diagonale

A 0 0 0
0 X O 0
A =
0 0 O An
siha A = MPP e B:wy,... v, ¢labase. Allora, dalla definizione di matrice

associata si ha necessariamente

o(v1) = M1, e(v2) = Ava, ..., ©(vn) = Apon
dove gli scalari \1,..., A\, € k possono essere anche in parte uguali o nulli.
Esempio
Sia V =R%*esia A = ( 8 (1) ) abbiamo che ¢ = Ty : R* — R? & definito da

Ta(z,y) = A(z,y)T = (y,0). Cerchiamo una matrice A simile ad A ovvero
cerchiamo una base B : vy,vy di R? e dei numeri reali A, Ay € R tali che
Ty(v1) = Mwr, Ta(ve) = Agug. Sia v = (z,y) dunque

Ta(v) = (y,0) = Az, y) & Ar=yely=0.

Se A # 0 si hav = (0,0). Se A =0 si ha v = (2,0). Dunque per trovare
v1, vy € {v = (x,y)/Ta(v) = M} si deve avere vy, vy € Ker (T4) ma allora v;
e vy sono sempre linearmente dipendenti! Infatti, dim Ker (74) = 1. Quin-
di, non esiste nessuna base B : vy, vy di R? tale che MPP sia una matrice
diagonale.

Autovalori ed autovettori

Diremo che A € k ¢ un per ¢ : V. — V se esiste un vettore non
nullo v € V tale che

e(v) = M v#0

ed in tal caso diciamo che v € un | autovettore| di ¢ associato a .

Definizione 5.6 Diremo che un operatore lineare ¢ : V. — V é

0 una sua matrice associata A é ’diagonalizzabile‘ se vale una delle sequenti
condizioni equivalenti:
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o A ¢ simile ad una matrice diagonale A
o esiste una base di V' costituita da autovettor: per p.

Infatti, se esiste una base di V' di autovettori B : vy, ..., v, per ¢ la matrice
MfB associata a tale base ¢ gia diagonale; se A ~ A esiste una matrice
P invertibile tale che P~'AP = A sia diagonale e quindi P corrisponde al
cambio base necessario per passare da una base qualunque di V' ad una base
di autovettori di V.

Autospazi

Sia ¢ : V. — Vesia A : V — V loperatore v — Av ottenuto dalla
moltiplicazione per uno scalare A € k in V. L’insieme

VAV E{v € V/p(v) = M}
¢ un sottospazio di V. Infatti, ¢(v) = v se e solo se (¢ — A\)(v) = 0 dunque
Vi = Ker (¢ — \)
che viene detto relativo all’autovalore A € V. In effetti,
V\ # 0 < X e autovalore.
Si ha che
dim(Vy) = dim(Ker (¢ — \)) = dim(V') — p(MfB — )
per una qualunque base B di V' (infatti MJ% = MZPP — AI). Dunque

A ¢ autovalore < dim(V,) > 1 < det(MfB —A)=0.

Autospazi associati ad autovalori distinti

Diciamo che Ay, ..., A\, sono ’autovalom’ distz’nti‘ se \; # \j per ¢ # j. Os-
serviamo che se Aq,..., A, sono autovalori distinti e vy, ..., v, sono corrispon-
denti autovettori allora vy,...,v, sono linearmente indipendenti. Infatti,

per induzione, supponiamo a;v; + - - - + «,v, = 0 allora applicando ¢ si ha
arp(vy) + -+ app(v,) = ag vy + -+ - + A0, = 0. Quindi

vy + - F oo — Ao + -+ ) =0
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da cui si ottiene
051()\1 - )\r)vl +---+ ar—l()\r—l - )\r)vr—l =0

e per ipotesi induttiva a;(A\; — \,) =0 peri=1,...,r — 1. Siccome \; # A,

si ha che a; =0 peri=1,...,r — 1, dunque v, = 0 ma v, # 0 dunque
a, = 0. Si ha dunque che se abbiamo A1, ..., A, autovalori distinti I'unione
di basi degli autospazi corrispondenti V), ..., V), e base dello spazio somma

V\, + -+ + V), che risulta una somma diretta. Dunque, esiste una base di
V fatta da autovettori quando V =V,, @ --- @ V), ovvero

¢ ¢ semplice & dim(V),) + -+ dim(V),) = dim(V).

In particolare, se ¢ ha un numero di autovalori distinti pari alla dimensione
di V allora dim(V),) =1 peri=1,...,r con r = dim(V'). Ovvero

e \i,..., A\, autovalori distinti con n = dim(V') = ¢ ¢ semplice.

Questa condizione e sufficiente ma non necessaria! Infatti, la moltiplicazione
per uno scalare A : V' — V ha un’unico autovalore ed un unico autospazio
Vi =V e quindi tutti i vettori (non nulli) sono autovettori, una qualunque
base ¢ una base di autovettori.

Polinomio caratteristico

Da quanto detto sopra, il problema di stabilire se ¢ ¢ semplice ovvero se una
sua matrice associata A & diagonalizzabile si riconduce al calcolo degl’auto-
valori. A questo fine definiamo il ’ polinomio camtteristico‘ come segue

Pu(t)= det(A — tI) Pu(t) € kt]

avendo gia osservato che A ¢ autovalore < P4(\) = 0. Osserviamo che se
A~ A ovvero A’ = P~'AP allora

Pu(t) = det(A —tI) = det(P~'AP —tP™'P) = det(P~ (A —tI)P) = P4(t)

Definizione 5.7 Sia ¢ € End (V) definiamo P,(t)= P4(t) per una qualun-
que matrice A associata a .

Se ¢ fosse semplice: A ~ A e la matrice diagonale A ha polinomio carat-
teristico
Pa(t) = (A =)™ - (A = £)™
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dove Aq,..., A\, € k sono gli autovalori ed mq, ..., m, le corrispondenti mol-
teplicita come radici di Pa(t) = 0. Inoltre, chiaramente

m; = dim(Vy,) = dim(V') — p(A — \1)

peri=1,...,7redmi+---+m, = grado di Pa(t) = dim(V'). In conclusione,
abbiamo trovato condizioni necessarie per ¢ semplice ovvero

e P,(t) =0 deve avere tutte le radici Ay,..., A\, in ke

e m; = dim(V),) per ciascun i = 1,...,r dove m; & la molteplicita di \;
come radice di P,(t) = 0.

Ma le condizioni trovate sono anche sufficienti! Infatti, il seguente risultato
risponde al Problema 5.5 da cui siamo partiti.

Teorema 5.8 (Criterio di diagonalizzabilita) Sia ¢ € End (V') e sia P,(t) il
suo polinomio caratteristico. Siano Ay, ..., A, le radici di P,(t) =0 e siano
my, ..., m, le corrispondenti molteplicita. Allora ¢ ¢ semplice se e solo se

Ay A €k edmy =dim(Vy,),...,m, = dim(V3,).

Dimostrazione: ~ Basta osservare che dim(V) = n = grado di P,(t) e che
si ha m; + -+ +m, = n. Se ¢ & semplice allora esiste una base B di
autovettori tale che MZ” = A ¢ diagonale e P,(t) = Pa(t) soddisfa le
condizioni. Viceversa, abbiamo visto che dim(Vy,) + ... + dim(V},) < n
e vale l'eguaglianza < ¢ & semplice. Siccome dim(Vy,) = m; per ogni
1 =1,...,r si ha la tesi. ®

Ricordiamo che se ¢ ¢ un operatore lineare qualunque, anche se k = C, nel
qual caso P,(t) = 0 ha sempre soluzioni, la condizione che m; = dim(V),)
puo non essere verificata. In generale abbiamo:

Lemma 5.9 Sia ¢ € Endg(V). Sia A\; € k autovalore ed m; la sua mol-
teplicita come radice di P,(t) = 0. Sia V), il corripondente autospazio
allora

1 <dim(Vy,) < m;

Dimostrazione:  Infatti, sia vq,...,v, una base di V), che completiamo a
base B di V mediante vettori v,,1,...,v,. La matrice associata A = MJ?
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allora risulta

A 0 0 % *

0 >\z 0 * *

U *

A= A x *

R ST

0 0 0 % ... %
dove le prime r-colonne sono le coordinate dei trasformati degl’autovettori
v1,...,0, e le restanti n — r-colonne denotano coordinate dei trasformati dei

successivi vy41, ..., v, vettori di B. Il polinomio caratteristico ¢

Py(t) = Pa(t) = (A = )" Q(1)
dove Q(t) € un polinomio che potrebbe aver ancora A; come radice. Dunque
r < m,; come affermato. ®

Un argomento analogo al precedente permette di ricavare la ’ forma triangolare

delle matrici come segue:

Teorema 5.10 Sia A € M, (k) una matrice tale che Ps(t) = 0 ha tutte
le soluzioni in k, ad esempio k = C. Allora A é simile ad una matrice
triangolare superiore.

Dimostrazione:  Sia Ty = ¢ € End (k") ed A la sua matrice associata
rispetto alla base canonica. Per induzione sulla dimensione n supponiamo
vera la tesi per n—1 conn > 2 (per n = 1 ¢ banale). Sia v un autovettore con
autovalore A € k ovvero p(v) = v e sia B la base che si ottiene completando
v ad una base di £". La matrice associata A’ = MfB allora risulta

/\\* I

" Ol* ... %
B * Ay x
Ol%x ... %

dove A, ¢ la sottomatrice n — 1 X n — 1 complementare dell’entrata A e A’
¢ simile ad A. Siccome P4, (t) = Pa(t)/(A —t) quindi Ay ¢ simile ad una
triangolare superiore per ipotesi induttiva. Dunque esistono P e @) tali che
A'= P71AP ed U = Q1 A,Q sia triangolare superiore. La matrice
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¢ dunque tale che (P")'A'P" = (P')"'P7'APP’ sia la seguente matrice
triangolare superiore

Osserviamo che questa matrice triangolare e la matrice pit semplice possibile
che si puo sempre associare ad un operatore lineare complesso qualunque
ovvero se k = C. In generale, gli operatori razionali o reali non possono esser
rappresentati da matrici triangolari in quanto il polinomio caratteristico ha
ben volentieri poche radici in k = Q o R (ad esempio!?).

5.5 Operatori autoaggiunti

Abbiamo stabilito un criterio per decidere se la matrice associata A ad un
operatore ¢ € End (V) possa essere diagonalizzabile ovvero per 'esistenza di
una matrice di passaggio P tale che P~'AP sia diagonale.

D’altra parte, se k = R e V' & anche munito di un prodotto scalare ( , )
abbiamo visto che, mediante I'algoritmo di Gram-Schmidt, possiamo sempre
trovare basi ortonormali di V.

Sia V' = R" lo spazio euclideo con prodotto scalare ordinario { , ) e sia
Ty = ¢ :V — V un operatore lineare semplice dove A € M,, ,(R) ¢ la ma-
trice associata rispetto alla base canonica. Desideriamo ora stabilire quando
esiste una base ortonormale B di V costituita da autovettori per . Infatti,
il seguente esempio mostra che, anche se esistono basi di autovettori, queste
basi possono non essere ortonormali.

Esempio

Sia V = R% Dati numeri reali A1, Ao tali che A\; # Ay prendiamo una base
vy, vy di V costituita da vettori non ortogonali ovvero (vy,ve) # 0. L’opera-
tore ¢ : V' — V semplice definito da ¢(vy) = A\jvy e p(vy) = Aus € tale che
Vi, = L{v1} e V), = L{v2} ma Vfl # V.
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Matrici ortogonali

Supponiamo che esista una base ortonormale di autovettori. La matrice di
passaggio, P tale che P~'AP = A sia diagonale, ¢ la matrice delle coordinate
(rispetto alla base canonica K di R™) di una base B di R" costituita da tali
autovettori per Ty : R” — R". Ovvero P = MEX e la composta di

R" Ly gr Ay ge P4 ge

¢ Ta : R® — R™. La matrice P~! = MEP si calcola facilmente in questo caso
P~! = PT. Infatti sia B : vq,...,v, tale base, quindi P ha sulle colonne i
vettori vy, ..., v, mentre PT ha sulle righe i vettori vy, ..., v, dunque

PTP = ((v;,05)) = (655) = 1

In generale, diremo che:

e una matrice P e una ’ matrice ortogonale‘ & pl=p7

e una matrice A e lortogonalmente simile‘ ad una matrice A’ se esiste
una matrice ortogonale P tale che A’ = PTAP (dove PT = P71).

Siccome il prodotto di matrici ortogonali e ortogonale si vede che questa e
una relazione di equivalenza.

Se A ¢ ortogonalmente simile ad una matrice diagonale A = PT AP la matri-
ce P rappresenta automaticamente una base ortonormale di autovettori per
Ty : R" — R".

Le matrici P ortogonali corrispondono a cambi base ortonormali di R" ed
inoltre si ha che det(P) = +1. Le matrici ortogonali con determinante 1 sono
anche dette di rotazione (perché!?).

Matrici simmetriche

Cerchiamo una condizione necessaria affinché A € M, ,,(R) sia ortogonalmen-

te simile ad una matrice diagonale. Osserviamo che se A ¢ ortogonalmente
simile ad una matrice A’ si ha che A’ = PTAP & A = PA'PT e quindi A ¢
simmetrica < A’ simmetrica! Infatti, se AT = A allora

(A/)T — (PTAP)T — PTAT<PT)T — A/
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ed analogamente per A’. Se A = PTAP con P ortogonale e A diagonale,
quindi simmetrica, allora anche A & simmetrica. Ecco la condizione necessaria
cercata

e A ortogonalmente simile ad una matrice diagonale = A simmetrica.

Equivalentemente: consideriamo 1’operatore T% : R" — R" defini-

to dalla matrice trasposta ovvero T% = T)yr. Ricordiamo che dal Teorema 4.6
ovvero dalla formula di aggiunzione abbiamo che

(Ta(x),y) = (x,Ta(y))

per ogni z,y € R". Abbiamo che I'operatore T4 : R" — R" coincide con
T: R" > R" & A= AT

Definizione 5.11 Diciamo che T4 : R" — R"™ é |autoaggiunto| se T} =T}y

ovvero se A = AT,

Dunque, se R" possiede una base ortonormale di autovettori per T4 : R" —
R"™ allora T4 & autoaggiunto. Supponiamo dunque A simmetrica e studiamo
I'operatore autoaggiunto T4 : R" — R" associato.

Teorema spettrale

Sia V' = R" lo spazio euclideo. Sia ¢ = T4 : R" — R" un operatore
lineare autoaggiunto. Siano A;, A\; € R due autovalori distinti A; # A; con
autovettori v; € Vy, ev; € V. Siccome Ty = T dalla formula di aggiunzione
(Ta(vi),vj) = (v;,Ta(v;)) segue che (Nv;,v;) = (v;,A\jv;) e quindi si ha
Ai{vi, v5) = Aj(vi, v5) ovvero (A, — \;)(v;, v;) = 0 da cui si ottiene (v, v;) = 0.
Abbiamo dunque che

e due autospazi V), # V), associati ad autovalori distinti A; # A; sono
ortogonali V), L Vj, .

Sia m; = la molteplicita di \; € R come radice dell’equazione caratteristica
P4(t) = 0. Applichiamo il ragionamento visto nel Lemma 5.9 per dimostrare
che dim(V},) = m;. Sia dim(V),) = r e sia vy, ..., v, una base ortonormale di
V), che completiamo a base ortonormale B di R" mediante vettori v,41,...,v,
applicando I'algoritmo di Gram-Schmidt. La matrice associata A" = MJF ¢
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ortogonalmente simile ad A e quindi anch’essa simmetrica. Allora risulta

A ... 010 ... 0

A R TR V| B
A= 0 ... 0% ... %
: Sl A

0 ... 0| ... %

infatti le prime r-colonne sono le coordinate dei trasformati degl’autovettori
vy, ..., 0, € per simmetria annullano le prime r righe nell’entrate diverse dalla
diagonale. Il polinomio caratteristico & Pa(t) = Pa(t) = (N; — 1)"Q(t) dove
Q(t) = Py, (t) € un polinomio che non puo aver ancora \; come radice. Infatti,
in questo caso ci sarebbe un’altro autovettore con autovalore \; linearmente
indipendente da vy, ..., v, contro I'ipotesi. Quindi » = m,; ovvero abbiamo
dimostrato che

e dim(V),) = m; = la molteplicita di A\; € R come radice di P4(t) = 0.

Per completare lo studio di un operatore lineare autoaggiunto 74 : R" — R"
siamo dunque ricondotti allo studio dei suoi autovalori ovvero del suo

Sp (A) = {\ € C/Pa()) = 0}.

Teorema 5.12 (Spettrale) Ogni matrice simmetrica A € M, ,(R) ¢é ortogo-
nalmente simile ad una matrice diagonale ovvero il corrispondente operatore
lineare autoaggiunto Ty : R™ — R™ ¢é semplice.

Dimostrazione: ~ Consideriamo A € M, ,(C) come matrice di numeri com-
plessi e quindi T4 : C" — C" il corrispondente operatore. Sia A € Sp (A)
ovvero A € C una radice di P4(\) = 0 e sia z = (21,...,2,) € C" un
autovettore. Dunque se X = 27 si ha

AX = )X
e prendendo i complessi coniugati®® si ottiene
AX=)X

in quanto A ¢ reale, avendo posto X = z7. Il prodotto di matrici X AX €C
risulta uno scalare che si calcola in due modi:

2811 coniugio z ++ z : C" — C" & un automorfismo R-lineare di C".
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e X AX =X (AX) =X A\X =)\X X

e X AX = (X AX =(AX)TX =2 X X
poiché A & simmetrica. Quindi (A — ) XX =0 e osservando che X X =
Zzh =Ziz 4+ Zozn = 2P + -+ |z0* > 0 in quanto z # 0 si conclude
che A = X ovvero A € R. Quindi A ha spettro reale Sp (A) C R ovvero gli

autovalori son tutti reali. Per quanto gia osservato, la tesi segue dal criterio
di diagonalizzabilita, Teorema 5.8. ®

Caso complesso

Osserviamo che il precedente argomento suggerisce che si possa definire un’ope-
razione ( , ) : C" x C" — C ponendo

@) E T+ + Tl

tale che (z,2) € R e (z,2) > 0, dunque una norma ||z|| = /{2, 2). Tale
operazione (detta prodotto hermitiano) non & pero simmetrica ma si ha

(z,y) = (y,x)
detta simmetria hermitiana. In questo caso, data una matrice A = (a;;) €
M,,.,(C) si considera la trasposta hermitiana A¥ = (@;;). L’analogo com-
plesso di una matrice simmetrica reale ¢ una matrice hermitiana ovvero tale
che A = AM (notare che una matrice diagonale & hermitiana < ¢ reale!).
L’analogo complesso delle matrici ortogonali sono le matrici unitarie U tali
che U=t = U"H,

Si dimostra analogamente una formula di aggiunzione (Axz,y) = (x, Aly)
dove x,yy € C" sono intesi come vettori colonna. Se A = A# e \ € Sp (A)
con autovettore z allora

Mzl = (Az, 2) = (2, ATz) = (2, A2) = Al

e dunque nuovamente A € R. L’operatore autoaggiunto T : C" — C" as-
sociato ad una matrice hermitiana A = A & semplice ed esiste una base
ortonormale di C" costituita da autovettori per T)4. Tale base costituisce le
colonne di una matrice unitaria U tale che U” AU = A sia diagonale reale.

Infine, il Teorema spettrale reale e naturalmente deducibile dal Teorema spet-
trale complesso, infatti, il prodotto hermitiano ristretto ad R" & il prodotto
scalare ordinario.
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Proiettori e riflettori

Sia V' C R" un sottospazio. Abbiamo definito la proiezione ortogonale di un
vettore € R" mediante una base ortonormale vy, ..., v, di V come

Py(z) = (z,v1)v1 + - - {x, v,.)0,

Completando a base ortonormale B : wvq,...,0,,V41,...,0, di R" abbia-
mo che V = L{vy,...,v,} e V1t = L{v,41,...,v,} e possiamo considerare
loperatore lineare P, : R" — R" che ha autovalori 0 ed 1 ed autospazi
Vo = Ker (Py) = V+ e Vi =Im(Py) = V. La matrice diagonale A = MEP
associata alla base B di autovettori e

1 ... 0 ... 0
A=1 0 . 1 0
0O ... 0 ... 0

Dunque Py ¢ autoaggiunto, P2 = Py e queste proprieta determinano Py
univocamente ovvero & 1'unico operatore con autospazi Vo = V:e Vi =V
detto di R™ associato al sottospazio V.

Desideriamo ora calcolare la matrice A associata rispetto alla base canonica.
Tale matrice simmetrica risulta da

R 2 me A R 2y w7

ovvero dal prodotto PAPT dove P = MEX & la matrice delle coordinate della
base B rispetto alla base canonica di R". Consideriamo la sottomatrice M
di P delle prime r-colonne ovvero la matrice M € M,, .(R) delle coordinate
dei vettori vy, ..., v, rispetto alla base canonica. Abbiamo che

A= PAPT = MMT

in quanto la sottomatrice r x r di A individuata dalle prime r-righe e l'i-
dentica e le ultime n — r righe e colonne di A sono nulle. Evidentemente
MTM = I in quanto vy, ..., v, sono ortonormali.

Analogamente si dice di R" associato al sottospazio V 1'operatore
indotto dalla riflessione

Ry(z) =2Py(z) — x
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con matrice associata rispetto alla base canonica 2M M7 — I che ¢ sim-
metrica e ortogonale. Abbiamo che Ry ¢ autoaggiunto, R = id e que-

ste proprieta determinano Ry univocamente ovvero € l'unico operatore con
autospazi V., =V+te V) = V.

Decomposizione spettrale

Sia A € M, »,(R) una matrice simmetrica e sia T4 : R"™ — R" loperatore
autoaggiunto associato. Il Teorema spettrale afferma che T4 ha autovalori
reali siano A, ..., A\, € R tutti distinti, eventualmente con molteplicita pari
alla dimensione del corrispondente autospazio. Si ha una decomposizione

Rn:VAI@...@VAT

tale che 'operatore T4 ristretto ad i singoli autospazi agisce come la molti-
plicazione A; : V), = V),. Se scriviamo z € R" come somma di autovettori
v; € Vi, sia x = vy + -+ 4 v, si ottiene

TA(x) = )\1?]1 + -+ )\TUT
Consideriamo i proiettori associati ad i singoli autospazi

Py,

A - R" — R"

e siano P; le corrispondenti matrici associate rispetto alla base canonica. Si
ha che )\inM. ristretto a V), € proprio \; : V), — V), e Vi ¢ il suo nucleo
(ovvero la somma diretta dei restanti autospazi). In conclusione otteniamo
che Py, (z) =v; e si ha

Ta(z) = M Py, (%) + -+ APy, (2)

da cui segue la ’ decomposizione spettmle‘ della matrice simmetrica

A=MP+---+ NP,

rispetto alle matrici Py, ..., P, associate ai proiettori. Osserviamo, infine che
per i corrispondenti riflettori R; = 2P; — I e si ha inoltre che

2A—I€]:)\1R1+"'+/\TRT

dove K= A\ 4 -+ + A.. Quest’ultima costante x € R & legata alla

della matrice A = (a;;) ovvero Tr (A) E 4114+ an,. Infatti, si ha sempre?
che
Py(t) = (—=1)™" 4 Tr (A)(=1)" 1"t 4. 4 det(A)

29 Anche se A non & simmetrical?
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e quindi la traccia non cambia nella diagonalizzazione ovvero
Tr (A) =myd + -+ meA,

dove my, ..., m, sono le molteplicta degl’autovalori come radici di P4(t) = 0.
In particolare k = Tr (A) se r = n.



A FORME QUADRATICHE

A Forme quadratiche

Una ’ forma quadmt@'ca‘ ¢ una funzione ) : R"™ — R definita da un polinomio
omogeneo di secondo grado. Desideriamo studiare tali forme quadratiche,
innanzi tutto, decidere quando sono positive, negative o nulle, suggerendo

come trattare ’equazioni definite da queste.

Ad esempio, abbiamo che in due variabili le forme quadratiche @ : R* = R

si scrivono
Q(z,y) = ax® + bxy + cy?

rispetto a coordinate (x,y) per la base canonica di R? e costanti a, b, c € R.

Supponiamo, per esempio, a # 0 e completiamo i quadrati

b c
Q(z,y) = a(x2 + —xy + —y2> = a(x + —vy
a a 2a

Mediante le nuove coordinate

X=z+2Ly
Y=y

si ottiene che

Q(z,y) = Q(X,Y) = aX? + fY?

a=a
6 _ dac—b?
T 4da

Considerando la matrice simmetrica

A_(b?Q bf)

Si vede che det(A)/a = 5. Se a > 0 si ha:

dove

e se det(A) > 0 allora Q(x,y) > 0 per ogni (z,7) € R?

e se det(A) =
(z,y) # (0,0) € R?
(

b \2 4dac—1b?
ot

0 allora Q(z,y) = aX? > 0 e si annulla per qualche

e se det(A) < 0 allora Q(z,y) > 0 ed anche Q(z,y) < 0 per qualche

(z,y) € R%
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Analogamente se a < 0 possiamo decidere il segno di Q(z,y) dal segno di
det(A), nelle nuove coordinate (X,Y’) e facile studiare Q(z,y). In questo
modo pero, se b # 0, il cambio di coordinate

()-(")()

non e svolto mediante una matrice ortogonale. Quanto osservato permette
di concludere a ritroso che la forma quadratica

QX Y)=( X Y)(‘S‘ g)()y():aX2+6Y2

si puo anche riscrivere

Q(if,?/):(xy)(b/lm (1))(3 g)<é b/12a>(§>:
= (= y)<b72 522)(5):(;“;),4(;)
))

ma in questo caso A non ¢ simile alla matrice diagonale A = (
Data una matrice A € M, , (k) otteniamo sempre una ‘ forma bilmeare‘ ov-

vero k-lineare in entrambe le variabili

«
0

A.1 Forme bilineari

(z,2") = 2T Az’ k" x k" — k

dove x, 2’ sono vettori colonna ad n-entrate in k. Se x = up e ' = v sono
coordinate di vettori di un k-spazio vettoriale V' rispetto ad una sua base
B fissata, mediante I'isomorfismo v — vg : V = k™ otteniamo una forma
bilineare® (, ) : V x V — k ovvero

(u,v) ZubAvg : V xV = k

Viceversa, data una forma bilineare ( , ) : V x V — k, scelta una base
B:wvy,...,v, di V ponendo

(v3,07) = @y

30Utilizziamo la stessa notazione del prodotto scalare per analogia ma non si ottiene
necessariamente un prodotto scalare!
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otteniamo una matrice A = (a;;) detta matrice associata alla forma bilineare
e si ha

(u,v) = usAvp
Osserviamo che A e simmetrica se e solo se la forma bilineare ¢ simmetrica
ovvero (u,v) = (v,u) per ogni u,v € V.

Matrici congruenti

Se cambiamo base, la matrice cambia nel modo seguente. Siano B e C
basi di V' tali che A ed A’ siano le matrici associate alla forma bilineare
(,):V xV — k rispetto alla base B e C rispettivamente. Allora si ha
che esiste una matrice invertibile P di passaggio tale che Puc = ug, ovvero

uh = uLPT| e inoltre Pvc = vp quindi

(u,v) = ugAvg = uSL PT APve = ubAlve

OVVero
A'=PTAP

in quanto entrambe queste matrici sono associate alla forma bilineare rispet-

to alla base C' e quindi coincidono. Diciamo che due matrici A ed A’ sono

se esiste una matrice invertibile P tale che A’ = PTAP. Si verifi-

ca facilmente che matrici congruenti a matrici simmetriche sono simmetriche

e che la relazione di congruenza ¢ una relazione di equivalenza.

Abbiamo che A ed A’ ortogonalmente simili = A ed A’ simili e congruenti
ma non viceversa. Infine, matrici congruenti non hanno, in generale, lo stesso
polinomio caratteristico.

Dualita

La relazione di congruenza preserva la caratteristica ovvero p(A) = p(A’)
poiché P ¢ invertibile. Si puo definire dunque il rango della forma bilineare
e si dice che una forma bilineare ¢ ’non degenere‘ se ha rango massimo. Si

definisce lo spazio vettoriale

VY < Hom (V, k)

e si hanno due applicazioni lineari
S:uws (u,—): V=V §ivm (=) V= VY

tali che 0 = ¢’ se e solo se la forma bilineare ¢ simmetrica. Si puo vedere che
§ é un isomorfismo < ¢’ é un isomorfismo < (, ) & non degenere.



A FORME QUADRATICHE 70

A.2 Diagonalizzazione di forme quadratiche

Un polinomio omogeneo Q(z1, . . ., x,) di secondo grado nelle variabili zy, . .., x,
si scrive

n
Q(]}l, Ce ,.Z'n) = E aijxixj
ij=1
Se i # j il termine a;; compare 2 volte: supponendo a;; = a;; il monomio

corrispondente risulterebbe 2a;;x;2;. Possiamo sempre formare una matrice
simmetrica A = (a;;) tale che

Q(xl,...,:cn):(xl...xn)A

Tn

Data una matrice A € M, ,,(k) ed un k-spazio vettoriale V' otteniamo sempre

una ’ forma quadratica su V‘ definita mediante una sua base B ponendo

v vpAvg V= k
Osserviamo che matrici congruenti danno origine alla stessa forma quadrati-

ca. Sia A’ = PTAP e sia B’ un’altra base di V determinata da P. Allora si

ha che vg = Pug e vh = v%, PT quindi

vEAvg = vL, PTAPvg = vL, Alvp

Inoltre se A non ¢ simmetrica la matrice 1/2(A+ AT) & simmetrica e produce
la stessa forma quadratica.

Forma quadratica associata

Sia (, ) : V x V — V una forma bilineare simmetrica. Ponendo

Qv) = (v, v)

si ottiene una forma quadratica su V' detta forma quadratica associata alla
forma bilineare. Si ha

o Q) =NQ(v)
* 2(u,v) = Qu+v) = Qu) = Q(v).
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Infatti,

Qlu+v)—Qu) — Q(v) = (u+v,u+v) — (u,u) — (v,v) = 2(u,v)

dalla bilinearita di ( , ). Dunque una forma quadratica individua univoca-
mente la forma bilineare simmetrica cui e associata. Altrimenti detto ogni
matrice simmetrica congruente a quella definita dal polinomio Q(z1, ..., z,),
una volta scelta una base di V, individua simultaneamente @ e ( , ).

Forme quadratiche reali

Supponiamo quindi V' = R" e sia @) : R" — R una forma quadratica reale.
Dunque @ : R" — R s’interpreta mediante una matrice simmetrica associata

A rispetto alla base canonica Q(r) = zT Az e questa ¢ la forma quadratica

associata alla forma bilineare (z,z') = 27 Ax’.

Possiamo allora cambiare base di R" in modo che A sia ortogonalmente simile
ad una matrice diagonale, per il Teorema spettrale. Otteniamo una matrice
ortogonale P tale che PTAP = A e quindi A ¢ simile e congruente a A. Si ha

X T X1 A

in quanto PT = P~! e trasponendo
(1.2, )= (X1.. X, )PT & (2.2, ) P=(X1... X))

dunque sostituendo

T X1
Q(xb 7'In) = ( T Tn )A = ( Xl Xn )PTAP =
Tn Xn
X4
=(Xi...X, )A | ¢ = MX2 4 A X2
Xn

dove Ay, ..., A\, sono gli autovalori di A eventualmente ripetuti.
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Diagonalizzazione in generale

Sia V' un k-spazio vettoriale dim(V') =n. Sia (, ) : V x V — V una forma
bilineare simmetrica. Sia A € M,, ,(k) una matrice simmetrica che rappre-
senta (, ) o la corrispondente forma quadratica, rispetto ad una base. Non &
difficile dimostrare che A ¢ sempre congruente ad una matrice diagonale ma
tale argomento esula dal contesto qui trattato.

Osserviamo comunque che, mediante la riduzione di Gauss, possiamo, ad
esempio, ridurre A per righe fino ad una matrice triangolare inferiore QA
dove ) e prodotto di matrici elementari e quindi invertibile. Se nella ridu-
zione non si operano scambi di righe o moltiplicazioni di righe per scalari,
siccome A e simmetrica, le stesse operazioni per colonne permettono di ridur-
re QA ad una matrice diagonale QAQT. Questo significa che esiste P = QT
invertibile tale che A = PT AP sia diagonale.

Quanto detto permette inoltre di ricavare la ‘ forma di Sylvester‘ di una ma-
trice simmetrica reale che tiene conto solo dei segni dei termini sulla diagonale
di A. Ricordiamo pero che in questo caso Pa(t) # Pa(t) in generale.

A.3 Classificazione delle forme quadratiche

Data una forma quadratica @ : R"™ — R diciamo che

e Qo ‘ definita positiva‘ se Q(x) > 0 per ogni z # 0

e Qe ’ semidefinita positiva‘ se Q(x) > 0 per ogni x # 0 ed esiste x # 0
tale che Q(x) =0

e Qe ’ definita negativa‘ se Q(z) < 0 per ogni x # 0

e ¢ lsemideﬁm'ta negativa‘ se Q(z) < 0 per ogni z # 0 ed esiste x # 0
tale che Q(z) =0

e Qe se Q(z) > 0 e Q(2') < 0 per qualche z,z" # 0.

Analoga terminologia per una matrice simmetrica A € M, ,(R) corrispon-
dente a () osservando che tali proprieta sono dunque preservate per congruen-
za. Inoltre, dal Teorema spettrale segue che la positivita o negativita delle
matrici dipende solo dal segno degl’autovalori.
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Prodotto scalare

Un prodotto scalare ¢ una forma bilineare, simmetrica e definita positiva.
Una matrice simmetrica A definita positiva definisce anche una forma bili-
neare simmetrica (, ) : R" x R" — R tale che Q(z) = (z,z) > 0 per = # 0
e quindi ( , ) risulta un prodotto scalare. In particolare, per A = I si ot-
tiene il prodotto scalare ordinario in R" rispetto alla base canonica ovvero
Q(x) = xTx. Altrimenti, per I'algoritmo di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt, esiste una base ortonormale B : vq,...,v, di R" rispetto a questo
prodotto scalare (vy, ..., v, potrebbero perd non essere ortogonali rispetto al
prodotto scalare ordinario!). Quindi, la matrice associata rispetto a questa
base B risulta ({v;,v;)) = (;;) = I ed & congruente ad A ovvero esiste una
matrice invertibile P tale che A = PTIP. Sono fatti equivalenti:

e (, ) ¢ un prodotto scalare su R"
e () e definita positiva
e A = PTP per una matrice invertibile P

Quest’ultima affermazione significa infatti che A e congruente all’identita ed
in particolare A e definita positiva.

Esempio: coniche e quadriche

Ritornando al punto di partenza sia Q(z,y) = ax?® + bxy + cy?® rispetto a
coordinate (x,y) per la base canonica di R? e costanti a, b, ¢ € R. La matrice

simmetrica associata /
a b/2
A= ( b/2 ¢ )

ha polinomio caratteristico Pa(t) = t* — (a + ¢)t + det(A) ed ha sempre
radici reali gli autovalori \; e \o. Esiste P ortogonale tale che PTAP =

)\1 0 def . . . X - X .
( 0 A ) = A. Il cambio di coordinate < y ) = P< v ) permette di

scrivere@(w,y):(x y)A(i):(X Y)A();>:)\1X2+)\2Y2.

Si ha che
)\1 + )\2 =a+c
Mg = ac — b*/4 = det(A)

La positivita di Q(z,y) & quindi determinata da A\j, A2 > 0 < det(A) > 0
ed a > 0. Uno tra A;, A2 € nullo < det(A) = 0. Uno tra A, Ay & negativo
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< det(A) < 0. Infine la matrice ortogonale P ha come colonne autovettori
ortonormali (z1,y1) e (x2,y2) e puo sempre essere scelta di rotazione ovvero

P (DDl ) )

eventualmente cambiando segno ad un autovettore.

Sia f(x,y) = Q(z,y) + L(z,y) + I' dove L(z,y) = l1z + l2y ¢ lineare con
(1,05 € ReI € R ¢ una costante. Il luogo geometrico definito da f(z,y) =0
¢ detto nel piano. Mediante il cambiamento di coordinate suddetto
si ottiene che f(X,Y) = Q(X,Y) + L(X,Y) + I' dove ora la forma quadra-
tica & diagonale. Se f(X,Y) = 0 non degenera ad una coppia di rette o un
punto, ed entrambi Aj, Ay sono non nulli ovvero det(A) # 0, completando i
quadrati®' si ottiene un’ellisse®? se det(A) > 0 o un’iperbole se det(A) < 0,
altrimenti, per det(A) = 0 si ha una parabola.

Infine, se f(z,y,2) = Q(z,y, z)+L(x,y, z)+1 dove L(x,y, z) ¢ linearee I' € R
analogamente otteniamo una forma diagonale Q(X,Y,Z) = A X2 + \Y? +
A3Z3 mediante un cambiamento di coordinate ortogonale. Il luogo dello
spazio definito da f(z,y,z) = 0 & detto e si classifica mediante gli
autovalori. Le quadriche non degeneri a piani, coni o cilindri sono: ellissoide,
iperboloide ad una o due falde, paraboloide ellittico ed iperbolico, detto sella.

317) completamento dei quadrati corrisponde ad una traslazione di R? ovvero ad un
ulteriore cambiamento di coordinate y = X — Xy ed T =Y — Y} che porta il centro delle
nuove coordinate nel punto (Xy, Yp).

321 ellisse potrebbe anche avere solo punti immaginari come X2 +Y?2 = —1.



