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Introduzione

Se X è una varietà analitica complessa, per il lemma di Poincaré, il com-
plesso di de Rham Ω•X delle forme olomorfe su X è una risoluzione del fascio
costante C. Di conseguenza, la mappa di aumentazione C −→ Ω•X definisce
un isomorfismo (per ogni n)

Hn(X,C) '−→ Hn
DR(X) = Hn(X,Ω•X) (1)

dove Hn
DR(X), chiamato la coomologia di de Rham di X (in grado n), è l’n-

esimo gruppo di ipercoomologia di X a valori in Ω•X . La prima successione
spettrale di ipercoomologia

Ep,q
1 = Hq(X,Ωp

X)⇒ Hp+q
DR (X) (2)

che converge alla coomologia di de Rham di X, è chiamata la successione
spettrale di Hodge-de Rham (o di Hodge-Frölicher).
Se poi assumiamo che X sia compatta, allora, per il teorema di finitezza di
Cartan-Serre1, Hq(X,Ωp

X) e quindi tutti i termini della successione spettrale
sono C-spazi vettoriali di dimensione finita. Considerando l’n-esimo numero
di Betti di X

bn = dim Hn
DR(X) = dim Hn(X,C)

e il numero di Hodge
hp,q = dim Hq(X,Ωp

X)

abbiamo che
bn ≤

∑
p+q=n

hp,q

con l’uguaglianza che vale per ogni n se e solo se (2) degenera in E1.
Ciò si verifica se supponiamo inoltre che X sia käleriana: è il cosiddetto
teorema di degenerazione di Hodge. Denotata con

{0} = F n+1 ⊆ F n ⊆ · · · ⊆ F p = F pHn
DR(X) ⊆ · · · ⊆ F 0 = Hn

DR(X)
1A tal proposito si può consultare, ad esempio, [7].
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la filtrazione di Hodge associata alla successione spettrale, dalla degenerazio-
ne segue l’isomorfismo canonico

Ep,q
1 = Hq(X,Ωp

X) ' Ep,q
∞ = F p/F p+1 (3)

Ponendo
Hp,q = F p ∩ F̄ q

dove la barra indica il coniugio complesso su Hn
DR(X), definito per mezzo di

(1) e dell’isomorfismo Hn(X,C) ' Hn(X,R)⊗ C, si ha che

Hp,q = Hq,p

Inoltre la teoria di Hodge fornisce i seguenti risultati:

• l’omomorfismo composto

Hp,q ↪→ F pHp+q
DR (X)� F p/F p+1

è un isomorfismo (cioè Hp,q è un complemento di F p+1 in F p); quindi,
componendo con (3), si ottiene

Hp,q ' Hq(X,Ωp
X)

• per ogni n si ha la cosiddetta decomposizione di Hodge

Hn
DR(X) =

⊕
p+q=n

Hp,q

Questi risultati si applicano, in particolare, alla varietà analitica complessa
X̃ associata ad uno schema proiettivo liscio X su C, per cui la degenerazione
di Hodge può essere formulata in maniera puramente algebrica. Il complesso
di de Rham di X̃ è infatti il complesso di fasci analitici associati al complesso
di de Rham algebrico Ω•X di X su C e il morfismo canonico (di spazi anellati)
X̃ −→ X induce omomorfismi sulle coomologie di Hodge e di de Rham

Hq(X,Ωp
X) −→ Hq(X̃,Ωp

X̃
)

Hn
DR(X) −→ Hn

DR(X̃)
che, per il teorema del confronto di Serre [20], sono isomorfismi.
Più in generale, se X è uno schema liscio e proprio su un campo k, è possibile
considerare il complesso di de Rham Ω•X/k di X su k e si ha ancora una
successione spettrale di Hodge-de Rham

Ep,q
1 = Hq(X,Ωp

X/k)⇒ Hp+q
DR (X/k) (4)
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formata da k-spazi vettoriali di dimensione finita e se k ha caratteristica
zero, il teorema di degenerazione di Hodge implica la degenerazione di tale
successione spettrale in E1.
Sono stati compiuti diversi tentativi per dimostrare la degenerazione di (4)
da un punto di vista puramente algebrico ed in particolare la prima dimo-
strazione che non fa uso della teoria di Hodge è stata data da Faltings in [5].
Se k è di caratteristica p > 0, può accadere che (4) non degeneri in E1 (cfr.
[17]), tuttavia Kato in [13] ha mostrato che, per k perfetto di caratteristica
p > 0 e X è proiettivo e liscio su k, se si suppone che X abbia dimensione
minore di p e che si sollevi sull’anello W (k) dei vettori di Witt di k, allora
tale fenomeno "patologico" non può presentarsi. Fontaine e Messing in [6]
hanno esteso questo risultato al caso proprio, e hanno dedotto, attraverso un
argomento standard, la degenerazione di (4) in caratteristica zero. Qui noi
seguiremo la dimostrazione di Deligne e Illusie [4], nella quale ci si riduce al
caso in cui k abbia caratteristica p > 0, aggiungendo alcune ipotesi ulteriori
su X. Il risultato finale in caratteristica p > 0 seguirà da un teorema di
decomposizione (2.4.1), in cui si fa uso di classiche proprietà del calcolo dif-
ferenziale in caratteristica positiva, in particolare del morfismo di Frobenius
e dell’isomorfismo di Cartier, discussi nel secondo capitolo. Infine si spieghe-
rà la tecnica che permette di passare da caratteristica p > 0 a caratteristica
zero, ottenendo così il teorema di degenerazione di Hodge (2.5.7).
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Capitolo 1

Fasci di forme differenziali e
morfismi lisci

Gli schemi lisci in Geometria Algebrica possono essere considerati l’ana-
logo delle varietà in Analisi Complessa o in Geometria Differenziale, dove
spesso si fa uso dei teoremi della funzione inversa e della funzione implici-
ta per mostrare che certi sottoggetti di varietà sono ancora varietà. Come
esempio tipico, consideriamo una curva C ⊆ C2 data da un’equazione del
tipo f(x, y) = y2− p(x) = 0, dove p ∈ C[x] è un polinomio di grado 3 avente
radici semplici. Poiché il gradiente

(
∂f
∂x
, ∂f
∂y

)
è non nullo in ogni punto di C,

il teorema della funzione implicita garantisce che C è una sottovarietà di C2.
Tale teorema, tuttavia, si applica a funzioni analitiche o differenziabili, e non
a polinomi in senso stretto, cosicché anche partendo da un’equazione polino-
miale f(x, y) = 0, non possiamo aspettarci che le soluzioni locali y = g(x) o
x = h(y) siano polinomi.
Passando ora al contesto schematico e considerando la medesima curva come
sottoschema chiuso del piano affine A2

C, non sorprenderà il fatto che ora C
non sia più una varietà, nel senso di essere localmente isomorfa alla retta
affine A1

C. E ciò intuitivamente perché da un lato nel contesto degli schemi
non è disponibile il teorema della funzione implicita, dall’altro perché le to-
pologie di Zariski sulla curva C e sulla retta affine A1

C sono piuttosto deboli
rispetto a quelle complesse.
D’altro canto, però, si può osservare come il calcolo differenziale funzioni
abbastanza bene sugli schemi, perché per ogni polinomio P ∈ R[ti; i ∈ I],
possono essere definite le derivate parziali formali ∂P

∂ti
ed esse soddisfano le

regole usuali. Risulta, quindi, possibile definire la nozione di liscezza di uno
schema attraverso la condizione jacobiana: un S-schema X è detto liscio di
dimensione relativa r se esiste un intorno aperto U ⊆ X di ogni punto x ∈ X,
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assieme ad un S-morfismo j : U ↪→ W ⊆ An
S che dà luogo ad un’immersione

chiusa di U in qualche sottoschema aperto W ⊆ An
S, in modo che valga la

seguente condizione:

Se I ⊆ OW è il fascio di ideali corrispondente all’immersione chiusa
j, esistono n − r sezioni gr+1, . . . , gn in I che generano I in un intorno di
z = j(x) e la cui matrice jacobiana soddisfa

rg
(
∂gj
∂ti

(z)
)

= n− r

dove t1, . . . , tn sono le funzioni coordinate di An
S.

In questo modo la definizione di schema liscio risulta essere un’alternativa
completamente soddisfacente a quella di varietà usata nel contesto analitico
o differenziale, tuttavia per poter maneggiare tale condizione di liscezza è
necessario introdurre sugli schemi il calcolo differenziale, attraverso i cosid-
detti moduli di forme differenziali, che caratterizzano le derivazioni e con cui
incominceremo il primo capitolo, ricordando nell’Appendice A.4.1 le nozioni
principali dal punto di vista puramente algebrico. Un’altra caratteristica del-
la condizione di liscezza è il fatto che gli S-schemi lisci sono automaticamente
localmente di presentazione finita, il che significa che localmente su aperti
S ′ della base S possono essere visti come sottoschemi chiusi V di qualche
n-spazio affine An

S′ , dove V è definito da un numero finito di sezioni su An
S′ .

Dopodiché passeremo allo studio degli schemi non ramificati e, dopo aver in-
trodotto la cosiddetta proprietà di sollevamento, a quello dei morfismi étale,
che sono precisamente quei morfismi che sarebbero localmente invertibili dal
punto di vista del teorema della funzione implicita.

1.1 Fasci di forme differenziali
In questa prima sezione vogliamo generalizzare la costruzione dei moduli

di forme differenziali dagli anelli agli schemi, di cui si richiamano le nozioni
principali nell’Appendice A.3. A tal fine si considerino uno schema base S ed
un S-schema σ : X −→ S. Poiché il morfismo diagonale1 ∆ : X −→ X×SX è
un’immersione localmente chiusa, esiste un sottoschema apertoW ⊆ X×SX
tale che ∆(X) ⊆ W ed il morfismo indotto X −→ W è un’immersione chiusa.

1Si tratta del morfismo che, composto con entrambe le proiezioni X ×S X ⇒ X, dà
l’identità su X.
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Se J ⊆ OW è l’ideale quasi-coerente che definisce ∆(X) come sottoschema
chiuso di W , allora l’OX-modulo

Ω1
X/S = ∆∗(J/J2)

è chiamato il fascio delle forme differenziali relative di grado 1 di X su S.2
Dalla costruzione del fascio immagine inversa segue che esso è ben definito,
indipendente dalla scelta di W ed inoltre è quasi-coerente, perché tale è J.
Per dare una descrizione di Ω1

X/S sugli aperti affini di X, consideriamo sotto-
schemi aperti affini V = SpecR ⊆ S e U = SpecA ⊆ X tali che σ(U) ⊆ V .
Allora il morfismo U −→ V indotto da σ corrisponde ad un omomorfismo di
anelli R −→ A, che rende A una R-algebra. Se J ⊆ A⊗R A è il nucleo della
mappa di moltiplicazione A⊗R A −→ A, allora J|U×V U = J̃ ed inoltre

∆∗(J/J2)|U ' ˜(J/J2)⊗A⊗RA A ' J̃/J2 ' Ω̃1
A/R

dove il prodotto tensoriale è l’estensione degli scalari di J/J2 rispetto alla
mappa di moltiplicazione A ⊗R A −→ A e l’A-modulo risultante coincide
con J/J2 per via dell’isomorfismo (A ⊗R A)/J ' A. Inoltre il differenziale
esterno dA/R : A −→ Ω1

A/R è indotto dal morfismo di OS-moduli

dX/S : OX −→ Ω1
X/S

che manda una sezione f di OX nella classe di p∗2(f) − p∗1(f) in J/J2, dove
p1, p2 : X ×S X −→ X sono le proiezioni, e che, come nel caso algebrico, è
detto il differenziale esterno di X su S.
Proposizione 1.1.1 ([2, p. 356]). Se σ : X −→ S è un S-schema, allora
esiste un OX-modulo quasi-coerente, il fascio di forme differenziali Ω1

X/S,
assieme al differenziale esterno dX/S : OX −→ Ω1

X/S, e sono caratterizzati
in modo univoco a meno di isomorfismo canonico dalla seguente proprietà
universale:
Dati dei sottoschemi aperti affini U = SpecA ⊆ X e V = SpecR ⊆ S, con
σ(U) ⊆ V , esiste un unico isomorfismo Ω1

X/S|U ' Ω̃1
A/R tale che la restrizione

di dX/S ad U è indotta dal differenziale esterno dA/R : A −→ Ω1
A/R.

Come nel caso degli anelli, è possibile considerare anche il fascio

Ωn
X/S =

n∧
Ω1
X/S, (n ∈ N)

delle forme differenziali relative di grado n di X su S, definito come l’n-esima
potenza esterna dell’OX-modulo Ω1

X/S, ponendo Ω0
X/S = OX .

Si mostra poi che esiste un’unica famiglia di mappe d : Ωn
X/S −→ Ωn+1

X/S

soddisfacenti le seguenti condizioni:
2Si tratta del cosiddetto fascio conormale di ∆.
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(i) d è una S-antiderivazione dell’algebra esterna⊕Ωn
X/S, ovvero d è f−1(OS)-

lineare e d(ab) = da ∧ b + (−1)n ∧ db, se a è omogeneo di grado
n.

(ii) d2 = 0.

(iii) da = dX/S(a) se a è di grado zero.

Il corrispondente complesso è chiamato il complesso di de Rham di X su S,
viene denotato con Ω•X/S e dipende funtorialmente da σ.
Ora vogliamo estendere ai fasci di forme differenziali su schemi altri risultati
algebrici, e precisamente le ultime tre proposizioni dell’Appendice A.4.1.
Come osservazione generale, si noti che ogni morfismo di S-schemi f : Y → X
induce un morfismo canonico f ∗Ω1

X/S −→ Ω1
Y/S di OY -moduli che, nel caso di

schemi affini, diciamo X = SpecA, Y = SpecB e S = SpecR, corrisponde
all’omomorfismo di B-moduli Ω1

A/R ⊗A B −→ Ω1
B/R dato dal diagramma

commutativo canonico
A

dA/R //

f

��

Ω1
A/R

ϕ

��
B

dB/R // Ω1
B/R

(1.1)

In tal modo ogni forma differenziale ω ∈ Ω1
A/R induce un elemento ω ⊗ 1

in Ω1
A/R ⊗A B e quindi, prendendone l’immagine, una forma differenziale

in Ω1
B/R. Lo stesso è vero per fasci di forme differenziali: ogni sezione ω di

Ω1
X/S dà luogo ad una sezione ω′ in f ∗Ω1

X/S e quindi, prendendone l’immagine
attraverso il morfismo canonico f ∗Ω1

X/S −→ Ω1
Y/S, ad una sezione ω′′ di Ω1

Y/S.

Proposizione 1.1.2 ([2, p. 358]). Dati un S-schema X ed un morfismo di
cambio di base S ′ −→ S, si consideri il risultante S ′-schema X ′ = X ×S S ′
con la proiezione p : X ′ −→ X. Allora il morfismo canonico

p∗Ω1
X/S −→ Ω1

X′/S′

è un isomorfismo.

Proposizione 1.1.3 ([2, p. 358]). Se f : Y −→ X è un morfismo di
S-schemi, allora c’è una successione esatta canonica di OY -moduli

f ∗Ω1
X/S −→ Ω1

Y/S −→ Ω1
Y/X −→ 0.
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Proposizione 1.1.4 ([2, p. 358]). Se X è un S-schema e j : Y −→ X un
sottoschema chiuso dato da un ideale quasi-coerente I ⊆ OX , allora esiste
una successione esatta canonica di OY -moduli

j∗(I/I2) −→ j∗Ω1
X/S −→ Ω1

Y/S −→ 0

1.2 Morfismi non ramificati
Ora possiamo passare a discutere i morfismi non ramificati di schemi, che

possono essere visti come una generalizzazione delle estensioni di campi finite
e separabili.

Definizione 1.1. Un morfismo di schemi f : X −→ S è detto non ramificato
in un punto x ∈ X se esiste un intorno aperto U ⊆ X di x ed una S-
immersione3 chiusa j : U ↪→ W ⊆ An

S in un sottoschema aperto W di
qualche n-spazio affine An

S su S tale che:

(i) Se I ⊆ OW è il fascio di ideali associato all’immersione chiusa j, esiste
un numero finito di sezioni che generano I in un intorno di j(x).

(ii) Le forme differenziali del tipo dg, dove g è una sezione di I e d sta per
il differenziale esterno dAnS/S : OAnS/S → Ω1

AnS/S
, generano Ω1

AnS/S
in j(x).

Il morfismo f è detto non ramificato se lo è in ogni punto di X.

Per comprendere meglio i termini che compaiono nella definizione, osser-
viamo che l’immersione suddetta esiste se e solo se f è localmente di tipo
finito in x e, aggiungendo la condizione (i), ciò risulta equivalente al fatto
che f sia localmente di presentazione finita in x. Inoltre nella condizione (ii)
si richiede che generano Ω1

AnS/S
sia generato in j(x) da tutte le forme diffe-

renziali ottenute da certe sezioni locali di I in j(x). E siccome Ω1
AnS/S

è un
OAnS/S-modulo quasi-coerente, che è localmente di tipo finito per il Corollario
A.4.3, tale condizione può essere vista come una condizione locale in j(x) o
persino come una condizione sulle spighe in j(x), secondo il seguente

Lemma 1.2.1 ([2, p. 366]). Sia X uno schema e F un OX-modulo quasi-
coerente localmente di tipo finito. Inoltre, siano f1, . . . , fr sezioni locali di F
in un punto x ∈ X, definite in un intorno aperto U ⊆ X di x. Allora sono
equivalenti:

3Una S-immersione è un S-morfismo che è anche un’immersione.
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(i) Esiste un intorno aperto affine U ′ ⊆ U di x tale che gli elementi fi|U ′
generino F su U ′, cioè tale che F(U ′) = ∑r

i=1 OX(U ′)fi|U ′.

(ii) La spiga di F in x soddisfa Fx = ∑r
i=1 OX,xfi,x, dove fi,x è il germe di

fi in x.

(iii) Fx⊗OX,x k(x) = ∑r
i=1 k(x)f̄i,x, dove k(x) = OX,x/(px) è il campo residuo

di OX in x e f̄i,x denota la classe del germe fi,x ∈ Fx.

Se valgono queste condizioni equivalenti, si dice che F è generato in x
dalle sezioni locali f1, . . . , fr; inoltre, se un morfismo di schemi f : X −→ S
è non ramificato in un punto x ∈ X, allora dal lemma precedente segue che
è non ramificato in tutto un intorno aperto di x, quindi l’insieme di tutti i
punti di X in cui f è non ramificato è un aperto di X.
Esempio 1.2.1. Consideriamo un campo k, un polinomio p ∈ k[t] in una
variabile t e X = S = A1

k; sia poi f : X −→ S il morfismo corrispondente
all’omomorfismo di k-algebre

f ] : OS(S) = k[t] −→ k[t] = OX(X), t 7−→ p

Per determinare il luogo in X in cui f è non ramificato, costruiamo una
S-immersione di X in un n-spazio affine An

S, usando il morfismo grafico4 e
vedendo f come un morfismo di k-schemi. Pertanto, scrivendo t′ invece di t
per la funzione coordinata su S, estendiamo f ] ad una suriezione

j] : k[t′, t] −→ k[t], t′ 7−→ p, t 7−→ t

ottenendo così una S-immersione chiusa

j = (id, f) : X = A1
k ↪→ X ×k S = A1

S

che può essere descritta suggestivamente da x 7−→ (x, f(x)). Il corrisponden-
te ideale kerj] ⊆ k[t′, t] è generato da p− t′ e vediamo che f è non ramificato
in un punto x ∈ X se, come condizione sufficiente, la forma differenziale

d(p− t′) = dp = dp

dt
· dt

genera il modulo delle forme differenziali Ω1
A1
S/S

in j(x); osserviamo che si
ha dt′ = 0, perché t′ è una sezione che vive nella base S. Inoltre Ω1

A1
S/S

è
un OA1

S
-modulo libero, generato dalla forma differenziale dt, quindi f è non

ramificato in x se dp
dt

(x) 6= 0, o in altre parole, se p − p(x), come polinomio
in k(x)[t], non ammette radici multiple in estensioni algebriche di k(x).

4Se S è uno schema base e f : X → Y è un S-morfismo, il cosiddetto morfismo grafico
Γf : X → X ×S Y è dato da Γf = (idX , f) ed è sempre un’immersione localmente chiusa.
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Enunciamo ora il principale teorema di caratterizzazione dei morfismi non
ramificati.

Teorema 1.2.2. Sia f : X −→ S un morfismo di schemi che sia localmente
di presentazione finita. Allora, per x ∈ X e s = f(x) ∈ S, le seguenti
condizioni sono equivalenti:

(i) f è non ramificato in x.

(ii) Ω1
X/S,x = 0.

(iii) Il morfismo diagonale ∆ : X −→ X ×S X è un isomorfismo locale in
x, cioè esiste un intorno aperto U ⊆ X di x tale che la sua immagine
∆(U) sia aperta in X ×S X e ∆ induca un isomorfismo U '−→ ∆(U).

(iv) Xs = X ×S Spec k(s) è non ramificato su Spec k(s) in x.

(v) Considerato il morfismo tra le spighe f ]x : OS,s −→ OX,x, l’ideale massi-
male mx ⊆ OX,x è generato dall’immagine f ]x(ms) dell’ideale massimale
ms ⊆ OS,s e la mappa indotta fra i campi residui k(s) −→ k(x) definisce
k(x) come un’estensione finita e separabile di k(s).

Dimostrazione. Dimostriamo solo alcune implicazioni, cominciando con l’e-
quivalenza di (i) e (ii). Dal momento che f : X −→ S è localmente di presen-
tazione finita in x, esiste un intorno aperto U ⊆ X di x ed una S-immersione
j : U −→ W ⊆ An

S in un sottoschema aperto W di qualche n-spazio affine
An
S su S, tale che il corrispondente ideale quasi-coerente I ⊆ OW sia genera-

to in j(x) da un numero finito di sezioni di I. Se f è non ramificato in x,
possiamo inoltre supporre che il modulo delle forme differenziali Ω1

AnS/S
sia

generato in j(x) dalle forme differenziali dg ottenute da sezioni g di I. E così,
considerando la successione esatta5

I/I2 d−→ j∗Ω1
W/S −→ Ω1

U/S −→ 0

e la corrispondente successione esatta di spighe nel punto x, otteniamo che
dx : Ix/I

2
x −→ j∗Ω1

W/S,x è suriettiva e quindi Ω1
U/S,x = 0. Viceversa, se

Ω1
U/S,x = 0 è banale, allora il morfismo Ix/I

2
x −→ j∗Ω1

W/S,x è suriettivo e, con
l’aiuto del Lemma di Nakayama, si ha che f è non ramificato in x.
Per mostrare l’equivalenza (ii)⇐⇒ (iii), decomponiamo l’immersione diago-
nale X → X ×S X in un’immersione chiusa ∆ : X ↪→ W e in un’immersione
aperta W ↪→ X×SX. Sia J ⊆ OW l’ideale quasi-coerente che definisce (l’im-
magine di) X come sottoschema chiuso di W , cosicché sia Ω1

X/S = ∆∗(J/J2)
5Si veda la Proposizione 1.1.4.
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e si abbia dunque che Ω1
X/S è banale se e solo se ∆∗(J/J2) è banale. Consi-

deriamo ora un aperto affine V ⊆ W e sia U = ∆−1(V ) la sua restrizione a
X. Allora U è un aperto affine in X ed inoltre si ha

∆∗(J/J2)(U) ' (J/J2)(V )⊗OW (V ) OX(U) ' (J/J2)(V )

Pertanto ∆∗(J/J2) = 0 è equivalente a J/J2 = 0 ovvero a J = J2, e quindi
Ω1
X/S = 0 ⇐⇒ J = J2.

Sia ora z = ∆(x). Poiché f : X → S è localmente di presentazione finita e,
in particolare, di tipo finito in x, J è di tipo finito su un intorno aperto di x
e di conseguenza la spiga Ω1

X/S,x in x è banale se e soltanto se Ω1
X/S è banale

su un intorno aperto di x. Analogamente, Jz = J2
z è equivalente all’equazione

J = J2 su un intorno aperto di z. Quindi Ω1
X/S,x in x è banale se e soltanto

se Jz = J2
z. Sia ora mz ⊆ OW,z l’ideale massimale della spiga di OW in z,

dove Jz ⊆ mz dal momento che z ∈ ∆(X). Allora si ha J2
z ⊆ mzJz ⊆ Jz e

Jz = J2
z implica Jz = mzJz. Ma quest’ultima equazione porta a Jz = 0 per il

Lemma di Nakayama, visto che Jz è un OW,z-modulo finitamente generato.
Così Ω1

X/S,x = 0 risulta equivalente a Jz = 0, e quindi al fatto che J si annulli
su un intorno aperto di z, il che significa esattamente che ∆ è un isomorfismo
locale in x.
L’implicazione (i) =⇒ (iv) è banale, dal momento che i morfismi non ra-
mificati sono compatibili col cambio di base. Per l’implicazione inversa è
sufficiente derivare (ii) da (iv). Supponiamo, quindi, che Xs sia non ramifi-
cato in x su k(s) ed osserviamo che l’implicazione da (i) a (ii), che è già stata
dimostrata, permette di concludere che Ω1

Xs/k(s),x = 0 e quindi

Ω1
X/S,x/msΩ1

X/S,x = Ω1
X/S,x ⊗OS,s k(s) = Ω1

Xs/k(s),x = 0

dove ms è l’ideale massimale di OS,s. Perciò, se mx è l’ideale massimale di
OX,x, l’equazione

Ω1
X/S,x/msΩ1

X/S,x = 0

implica
Ω1
X/S,x/mxΩ1

X/S,x = 0

da cui Ω1
X/S,x = 0 per il Lemma di Nakayama.

Tra le conseguenze di tale teorema citiamo il seguente corollario, che
mostra come la condizione che f sia non ramificato in un punto x, sia
indipendente dalla scelta della S-immersione j.

Corollario 1.2.3 ([2, p. 368]). Siano f : X −→ S un morfismo di sche-
mi non ramificato in un punto x ∈ X, U ⊆ X un intorno aperto di x e
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j : U ↪→ W ⊆ An
S una S-immersione chiusa da U in un sottoschema aperto

W ⊆ An
S. Allora il corrispondente ideale quasi-coerente I ⊆ OW è generato in

un intorno di j(x) da un numero finito di sezioni di I e le forme differenziali
di tipo dg, con g sezione di I, generano il modulo delle forme differenziali
Ω1

AnS/S
in j(x).

1.3 Morfismi lisci ed étale
Come anticipato nell’introduzione a questa sezione, la condizione jaco-

biana nota dalla Geometria Differenziale fornisce uno strumento piuttosto
naturale per definire i morfismi lisci in Geometria Algebrica.

Definizione 1.2. Un morfismo di schemi f : X −→ S viene detto liscio
in un punto x ∈ X (di dimensione relativa r) se esistono un intorno aperto
U ⊆ X di x ed una S-immersione chiusa j : U ↪→ W ⊆ An

S in un sottoschema
aperto W di qualche n-spazio affine An

S tali che:

(i) Se I ⊆ OW è il fascio di ideali corrispondente all’immersione chiusa j,
ci sono n − r sezioni gr+1, . . . , gn in I che generano I in un intorno di
z = j(x); in particolare, supponiamo r ≤ n.

(ii) Le classi dgr+1(z), . . . , dgn(z) ∈ Ω1
AnS/S

⊗ k(z) delle forme differenziali
dgr+1, . . . , dgn sono linearmente indipendenti su k(z).

Si dice che f è liscio su X se lo è in ogni punto di X. Inoltre f è detto étale
in x (risp. étale su X) se è liscio di dimensione relativa 0 in x (risp. in ogni
punto di X).

La notazione Ω1
AnS/S
⊗k(z) usata sopra è un’abbreviazione del k(z)-spazio

vettoriale
Ω1

AnS/S,z
⊗AnS ,z k(z) ' Ω1

AnS/S,z
/mzΩ1

AnS/S,z

dove mz è l’ideale massimale di OAnS ,z
e k(z) = OAnS ,z

/mz è il campo resi-
duo di z. Per collegare la definizione di liscezza alla condizione jacobiana,
siano t1, . . . , tn le funzioni coordinate su An

S e si immaginino gli elementi
gr+1, . . . , gn della Definizione 1.2 come funzioni razionali in t1, . . . , tn con
coefficienti nella base S. Allora le forme differenziali dt1, . . . , dtn formano
una base di Ω1

AnS/S
e pertanto si hanno equazioni

dgj =
n∑
i=1

aijdti, j = r + 1, . . . , n.
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dove aij sono sezioni (uniche) in OS, che risultano essere uguali a ∂gj
∂ti

. Perciò
l’indipendenza lineare delle classi dgr+1(z), . . . , dgn(z) risulta equivalente alla
relazione

rg
(
∂gj
∂ti

(z)
)

= n− r

per la matrice jacobiana di gr+1, . . . , gn in z. Quindi si può dire che un
morfismo f : X −→ S è liscio in un punto x ∈ X se, localmente in x,
c’è un’immersione in qualche n-spazio affine An

S tale che sia soddisfatta la
condizione jacobiana. Tuttavia è decisamente non banale mostrare che che
questa condizione è verificata per ogni immersione in un m-spazio affine
Am
S non appena è soddisfatta in un caso particolare. Questo è il cosiddetto

criterio jacobiano in Geometria Algebrica, che viene in genere dimostrato
usando la proprietà di sollevamento dei morfismi lisci.
Proseguiamo elencando alcuni fatti elementari sui morfismi lisci.

Proposizione 1.3.1. I morfismi lisci ed étale sono stabili rispetto al cambio
di base, alla composizione e alla formazione di prodotti fibrati.

Proposizione 1.3.2 ([2, p. 375]). Sia f : X −→ S un morfismo localmente
di presentazione finita. Allora l’insieme di tutti i punti x ∈ X in cui f è
liscio di dimensione relativa r è aperto in X.

Proposizione 1.3.3. Se f : X −→ S è liscio di dimensione relativa r in un
punto x ∈ X, allora Ω1

X/S è localmente libero di rango r in x.

Dimostrazione. Per definizione di liscezza, esiste un intorno aperto U ⊆ X
di x ed esiste una S-immersione chiusa j : U ↪→ W ⊆ An

S, col corrispon-
dente fascio di ideali I ⊆ OW . Inoltre esistono sezioni locali gr+1, . . . , gn in
I che generano I in un intorno W ′ ⊆ W di z = j(x), in modo che le classi
dgr+1(z), . . . , dgn(z) ∈ Ω1

AnS/S
⊗ k(z) siano linearmente indipendenti su k(z).

Supponiamo allora che le forme differenziali dt1, . . . , dtr, ottenute dalle pri-
me r funzioni coordinate di An

S, assieme a dgr+1, . . . , dgn generino Ω1
AnS/S

in
qualche intorno aperto affine W ′ di z. Fissando tali generatori, otteniamo
una successione esatta corta di OW ′-moduli quasi-coerenti

0 −→ R −→ On
W ′ −→ Ω1

AnS/S
|W ′ −→ 0

che risulta spezzata, poiché Ω1
AnS/S

è libero. Così R può essere visto come
un quoziente di On

W ′ e perciò è localmente di tipo finito. Inoltre, si ha che
R⊗ k(z) = 0 poiché una successione esatta corta spezzata rimane esatta per
estensione dei coefficienti, e quindi per il Lemma di Nakayama Rz = 0, da
cui R è banale in un intorno di z. In conclusione, su W ′ le forme differenziali
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dt1, . . . , dtr, dgr+1, . . . , dgn danno luogo ad una base di Ω1
AnS/S

e la successione
esatta

I/I2 −→ j∗Ω1
AnS/S

−→ Ω1
X/S −→ 0

mostra che Ω1
X/S ha come base le immagini delle forme differenziali dt1, . . . , dtr

e, in particolare, Ω1
X/S è localmente libero in x di rango r.

Proposizione 1.3.4. Le seguenti condizioni sono equivalenti per un morfi-
smo di schemi f : X −→ S:

(i) f è étale.

(ii) f è liscio e non ramificato.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che f sia étale in un punto x ∈ X e
consideriamo un intorno aperto U ⊆ X di x con una S-immersione chiusa
j : U ↪→ W ⊆ An

S, e con il corrispondente fascio di ideali I ⊆ OW , come da
definizione. Siano poi g1, . . . , gn sezioni locali che generano I in un intorno di
z = j(x) e supponiamo che le classi dg1(z), . . . , dgn(z) ∈ Ω1

AnS/S
⊗ k(z) siano

linearmente indipendenti, così da formare una k(z)-base di Ω1
AnS/S

⊗ k(z).
Allora dal Lemma di Nakayama segue che le forme differenziali dg1, . . . , dgn
generano il modulo Ω1

AnS/S
in z, e così f è non ramificato in x, ed essendo

étale, è pure liscio in x.
Viceversa, supponiamo che f sia liscio di dimensione relativa r ed inoltre
non ramificato. Allora, fissando un punto x ∈ X, esistono un intorno aperto
U ⊆ X di x ed una S-immersione chiusa j : U ↪→ W ⊆ An

S, con un fascio
di ideali I ⊆ OW associato, generato in un intorno di z = j(x) da sezioni
locali gr+1, . . . , gn, tali che le classi dgr+1(z), . . . , dgn(z) ∈ Ω1

AnS/S
⊗ k(z) siano

linearmente indipendenti su k(z). Siccome f è non ramificato in x, le forme
differenziali dg associate alle sezioni g in I genereranno il modulo Ω1

AnS/S
in

z e quindi anche lo spazio vettoriale Ω1
AnS/S

⊗ k(z), che ha dimensione n su
k(z). E così da g = ∑n

i=r+1 aigi, con ai sezioni di OW , segue

dg(z) =
n∑

i=r+1
(ai(z)dgi(z) + gi(z)dai(z)) =

n∑
i=r+1

(ai(z)dgi(z))

giacché gr+1(z) = . . . = gn(z) = 0, e in tal modo si vede che le classi
dgr+1(z), . . . , dgn(z) sono persino una base di Ω1

AnS/S
⊗ k(z), da cui si deduce

che r = 0 e che f è étale in x.

Enunciamo ora la fondamentale caratterizzazione dei morfismi non rami-
ficati, lisci ed étale attraverso la cosiddetta proprietà di sollevamento.
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Teorema 1.3.5. Per un morfismo f : X −→ S localmente di presentazione
finita le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) f è non ramificato (risp. liscio, risp. étale).

(ii) Per ogni S-schema affine Y e per ogni sottoschema chiuso Y ⊆ Y dato
da un ideale quasi-coerente I ⊆ OY con I2 = 0, la mappa canonica

Φ : HomS(Y,X) −→ HomS(Y ,X)

è iniettiva (risp. suriettiva, risp. biiettiva).

Dimostrazione. Cominciamo considerando i morfismi non ramificati. In tal
caso entrambe le condizioni (i) e (ii) sono locali su X e su S, che perciò
possiamo supporre affini, diciamo X = SpecA e S = SpecR. Sia B una
R-algebra e I ⊆ B un ideale tale che I2 = 0. Allora6 per ogni omomorfismo
di R-algebre ϕ : A −→ B, la mappa ψ 7−→ ψ − ϕ definisce una biiezione tra
l’insieme degli omomorfismi di R-algebre ψ : A→ B tali che ψ ≡ ϕ (mod I)
e l’insieme DerR(A, I) di tutte le R-derivazioni da A a I.
Se f è non ramificato, allora Ω1

X/S = 0 e così DerR(A, I) = 0, da cui segue
che ogni omomorfismo di R-algebre ψ : A→ B soddisfacente ψ ≡ ϕ (mod I)
coincide necessariamente con ϕ e quindi Φ è iniettiva. Viceversa, consideria-
mo la mappa di moltiplicazione A⊗R A −→ A, sia I ⊆ A⊗R A −→ A il suo
nucleo e B = (A ⊗R A)/I2. Allora il quadrato dell’ideale I/I2 = IB ⊆ B è
banale e così se la mappa canonica Φ : HomR(A,B) −→ HomR(A,B/IB) è
iniettiva, si ha che DerR(A, I/I2) = 0. Ma poiché I/I2 coincide col modulo
delle forme differenziali Ω1

A/R, otteniamo che HomA(Ω1
A/R,Ω1

A/R) = 0, ovvero
che Ω1

A/R, cosicché f è non ramificato.
Passiamo ai morfismi lisci. Per definizione, la liscezza di un morfismo nella
condizione (i) può essere verificata localmente, ma che lo stesso sia pos-
sibile per la corrispondente proprietà di sollevamento in (ii) non è affatto
ovvio e richiederebbe un argomento, che tuttavia qui tralasciamo. Ci limi-
tiamo, dunque, alla situazione "locale", in cui f : X −→ S è un morfismo
liscio di dimensione relativa r e X = SpecA e S = SpecR sono affini. Sia
j : X → W ⊆ An

S un’immersione chiusa di X in un sottoschema aperto
affine W = SpecA′ di qualche n-spazio affine An

S = SpecR[t1, . . . , tn], dove
possiamo supporre che W sia un aperto principale in An

S, cosicché A′ sia
una localizzazione dell’anello di polinomi R[t1, . . . , tn]. Se I ⊆ A′ è l’idea-
le associato a j, scegliendo X sufficientemente piccolo, possiamo supporre
che ci siano elementi g1, . . . , gn ∈ A′ tali che le forme differenziali associate

6Si veda la Proposizione A.4.4.

18



dg1, . . . , dgn formino una base di Ω1
A′/R ed inoltre gr+1, . . . , gn generino l’idea-

le I ⊆ A′. Allora le classi laterali di queste ultime genereranno I/I2 come
modulo su A ' A′/I e così la successione esatta corta

0 −→ I/I2 −→ Ω1
A′/R ⊗A′ A −→ Ω1

A/R −→ 0 (1.2)

risulta spezzata.
Sia ora Y = SpecB un S-schema affine e sia Y ⊆ Y un sottoschema chiuso
dato da qualche ideale b ⊆ B tale che b2 = 0. Occorre mostrare che ogni
omomorfismo di R-algebre ϕ : A −→ B/b si solleva ad un omomorfismo di
R-algebre ϕ : A −→ B. Il corrispondente problema per A′ in luogo di A può
essere risolto usando le proprietà universali degli anelli di polinomi e delle
loro localizzazioni. A tal fine si osservi che un elemento b ∈ B è invertibile
se e solo se lo è la sua classe laterale b ∈ B/b, e ciò vale in quanto tutti
gli elementi del tipo 1 + ε con ε ∈ b sono invertibili: (1 + ε)−1 = 1 − ε
perché ε2 = 0. Si ha così un morfismo di R-algebre ψ : A′ −→ B tale che il
diagramma

A′ //

ψ

��

A = A′/I

ϕ

��
B // B/b

è commutativo. Allora necessariamente ψ(I) ⊆ b e così ψ dà luogo ad una
mappa A-lineare

ψ′ : I/I2 −→ b/b2 = b

E poiché la successione esatta corta (1.2) è spezzata, ψ′ si estende ad una
mappa A-lineare ψ′′ : Ω1

A′/R ⊗A′ A −→ b come segue:

0 // I/I2 //

ψ′

&&

Ω1
A′/R ⊗A′ A

ψ′′

��

// Ω1
A/R

// 0

b

In particolare, ψ′′ induce, per composizione con le mappe canoniche

A′
dA′/R // Ω1

A′/R
// Ω1

A′/R ⊗A′ A

una R-derivazione δ : A′ −→ b tale che ψ|I = δ|I . Infine, siccome l’immagine
di δ è contenuta in b, ψ− δ : A′ −→ B risulta un morfismo di R-algebre che,
giacché I ⊆ ker(ψ − δ), dà luogo al sollevamento ϕ : A = A′/I −→ B di ϕ.
Resta, perciò, da mostrare che la suriettività di Φ in (ii) implica la liscezza
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di f . Di nuovo, è possibile lavorare localmente su X, il quale, essendo f
localmente di presentazione finita, può essere pensato come un sottoschema
chiuso di qualche n-spazio affine An

S, dato da un fascio quasi-coerente di
ideali I ⊆ OAnS localmente di tipo finito. Allora è sufficiente mostrare che la
successione esatta di cui alla Proposizione 1.1.4 si estende ad una successione
esatta corta

0 // I/I2 // Ω1
AnS/S

⊗OAn
S
/S

OX
// Ω1

X/S
// 0

che è localmente spezzata. Infatti, se è localmente spezzata, allora rima-
ne esatta dopo averla tensorizzata col campo residuo k(x) in ogni x ∈ X.
Pertanto, scegliendo sezioni locali gn−r, . . . , gn di I in x tali che le loro im-
magini formino una base del k(x)-spazio vettoriale I/I2 ⊗ k(x), dal Lemma
di Nakayama segue che questi elementi generano I in x. Inoltre, le classi
dgn−r(x), . . . , dgn(x) sono linearmente indipendenti in Ω1

AnS/S
⊗ k(x) per co-

struzione, sicché f è liscio di dimensione relativa r.
Da ultimo, l’equivalenza tra (i) e (ii) per morfismi étale segue dalla Propo-
sizione 1.3.4, combinando le corrispondenti equivalenze per morfismi lisci e
non ramificati.

Esempio 1.3.1. Per mostrare come la proprietà di sollevamento non valga in
generale per morfismi non lisci, consideriamo il morfismo SpecA −→ Spec k,
dove k è un campo di caratteristica p ≥ 3 e

A = k[x, y]/(y2 − xp + t)

per qualche t ∈ k. Sia poi B la k-algebra

B = k[ξ, ε]/(ξp − t, ε3)

e sia J = ε2B. Allora J2 = 0, B/J = k[ξ, ε]/(ξp − t, ε2) ma l’omomorfismo
A −→ B/J dato da x 7−→ ξ e y 7−→ ε non può essere sollevato ad un
omomorfismo A −→ B. Infatti un tale omomorfismo dovrebbe soddisfare

x 7−→ ξ + aε2

y 7−→ ε+ bε2

con a, b ∈ B, ma allora si avrebbe y2 7−→ ε2 e xp− t 7−→ 0, in contraddizione
col fatto che y2 = xp − t in A e ε2 6= 0 in B.

Come conseguenza del Teorema 1.3.5, otteniamo che la proprietà che
caratterizza i morfismi lisci nella Definizione 1.2 è indipendente dalla scelta
dell’immersione j : U ↪→ W ⊆ An

S e che, inoltre, l’n-spazio affine An
S e la sua

parte aperta W possono essere sostituiti da un qualunque S-schema Z.
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Proposizione 1.3.6 (Criterio jacobiano, [2, p. 384]). Sia j : X −→ Z una
S-immersione chiusa di S-schemi, che sia localmente di presentazione finita
e sia I ⊆ OZ l’ideale quasi coerente associato. Si consideri un punto x ∈ X
tale che Z, come S-schema, sia liscio in z = j(x) di dimensione relativa n.
Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) X è liscio su S in x di dimensione relativa r.

(ii) Esiste un intorno aperto di x su cui la successione esatta della Proposi-
zione 1.1.4 dà luogo ad una successione esatta corta

0 −→ I/I2 −→ j∗Ω1
Z/S −→ Ω1

X/S −→ 0

che è spezzata. Inoltre dimk(z)Ω1
X/S ⊗ k(z) = r.

(iii) Siano t1, . . . , tn e g1, . . . , gN sezioni locali in OZ,z tali che le forme dif-
ferenziali associate dt1, . . . , dtn formino una base di Ω1

Z/S,z e g1, . . . , gN
generino l’ideale Iz. Allora, dopo un’opportuna rinumerazione degli ele-
menti ti e gj, possiamo si può assumere che gr+1, . . . , gn e che le forme
differenziali dt1, . . . , dtr, dgr+1, . . . , dgn generino il modulo delle forme
differenziali Ω1

Z/S su un intorno aperto di z.

(iv) Esistono sezioni locali gr+1, . . . , gn ∈ OZ,z che generano Iz e tali che
dgr+1(z), . . . , dgn(z) sono linearmente indipendenti su Ω1

Z/S ⊗ k(z).

Proposizione 1.3.7 ([2, p. 386]). Sia f : X −→ Y un morfismo di S-
schemi, dove X è liscio in un punto x ∈ X e Y è liscio in y = f(x). Allora
le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) f è liscio in x.

(ii) Il morfismo canonico α : (f ∗Ω1
Y/S)x −→ Ω1

X/S,x è invertibile a sinistra,
cioè esiste una retrazione β : Ω1

X/S,x −→ (f ∗Ω1
Y/S)x tale che β ◦α = id.

(iii) Il morfismo canonico f ∗Ω1
Y/S ⊗ k(x)

α⊗id
−−−−→ Ω1

X/S,x ⊗ k(x) è iniettivo.

Riformuliamo infine quest’ultima proposizione per il caso di un morfismo
étale, tendo presenti la Proposizione ed il fatto che le dimensioni relative si
sommano nella composizione di morfismi lisci.

Corollario 1.3.8. Sia f : X −→ Y un morfismo di S-schemi, dove X è
liscio in un punto x ∈ X e Y è liscio in y = f(x). Allora le seguenti
condizioni sono equivalenti:

(i) f è étale in x.
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(ii) Il morfismo canonico α : (f ∗Ω1
Y/S)x −→ Ω1

X/S,x è un isomorfismo.

Quest’ultimo corollario suggerirebbe di considerare i morfismi étale come
gli analoghi delle mappe che, nel contesto della Geometria Differenziale, sod-
disfano le ipotesi del teorema della funzione inversa, e quindi sono localmente
invertibili. In realtà, i morfismi étale in generale non sono localmente inver-
tibili in Geometria Algebrica, a meno di sostituire la topologia di Zariski col
più generale concetto di topologia étale, di cui tuttavia non ci occuperemo.
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Capitolo 2

Frobenius, Cartier e
degenerazione

2.1 Il morfismo di Frobenius
In questa sezione p denota un numero primo fissato.

Definizione 2.1. Uno schema X viene detto di caratteristica p se soddisfa
una delle seguenti condizioni equivalenti:

(i) pOX = 0, ovvero l’anello delle sezioni globali di X ha caratteristica p.

(ii) Per ogni aperto U ⊆ X, l’anello OX(U) ha caratteristica p.

(iii) L’unico morfismo di schemiX −→ SpecZ si fattorizza (necessariamente
in modo unico) attraverso il morfismo canonico SpecFp −→ SpecZ.

Osservazione 1. Notiamo che se X −→ Y è un morfismo di schemi e Y ha
caratteristica p, allora anche X ha la stessa proprietà. Inoltre gli schemi di
caratteristica p formano una sottocategoria piena di Sch, che risulta essere
isomorfa in maniera naturale a quella degli Fp-schemi.

Definizione 2.2. Se X è uno schema di caratteristica p, allora il morfismo
FX = (f, f ]) : (X,OX) −→ (X,OX), tale che f è l’identità sullo spazio
soggiacente a X e f ] : OX −→ OX l’elevamento alla p-esima potenza su OX ,
cioè f ](g) = gp per ogni sezione g di OX , è chiamato il morfismo di Frobenius
assoluto di X.

Per descrivere il morfismo di Frobenius in un’altra maniera, si consideri
un ricoprimento {Uα} di X con aperti affini Uα = SpecAα. L’endomorfismo
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di Aα dato da a 7−→ ap definisce un morfismo fα : Uα −→ Uα, sull’interse-
zione Uα ∩ Uβ i morfismi fα e fβ coincidono e, per incollamento, si ottiene il
morfismo di Frobenius assoluto di X.

Osservazione 2. Se X = SpecA è uno schema affine, allora FX corrisponde
al ben noto endomorfismo di Frobenius di A, definito da a 7−→ ap.

Il morfismo di Frobenius FX dipende funtorialmente dallo schema X, nel
senso che per ogni morfismo g : X −→ Y di schemi di caratteristica p, il
seguente diagramma è commutativo:

X

g
��

FX // X

g
��

Y
FY // Y

Sia ora S uno schema di caratteristica p e π : X −→ S un S-schema. De-
notiamo con X(p) il prodotto fibrato X ×S S, dove il secondo fattore S è
considerato un S-schema attraverso FS : S −→ S. Si può dotare X(p) della
struttura di S-schema attraverso la seconda proiezione q : X(p) −→ S e, det-
ta W = WX/S : X(p) → X la prima proiezione, esiste un unico morfismo di
S-schemi FX/S : X −→ X(p) che rende commutativo il seguente diagramma

X

FX

##

π

��
FX/S

!!
X(p)

W
��

q
// S

FS
��

X π
// S

(2.1)

Definizione 2.3. Il morfismo di S-schemi FX/S : X −→ X(p) di cui sopra
viene chiamato il morfismo di Frobenius relativo di X su S.
Lemma 2.1.1. I morfismi FX/S e W sono omeomorfismi.
Dimostrazione. Mostreremo che FX/S ◦W è uguale a FX(p) e così, dal mo-
mento che FX(p) e FX = W ◦ FX/S sono entrambi omeomorfismi, il lemma
sarà dimostrato. Con la notazione del diagramma commutativo precedente,
si ha:

q ◦ (FX/S ◦W ) = (q ◦ FX/S) ◦W = π ◦W = FS ◦ q = q ◦ FX(p)

e
W ◦ (FX/S ◦W ) = (W ◦ FX/S) ◦W = FX ◦W = W ◦ FX(p)

Perciò FX(p) = FX × FS = FX/S ◦W .

24



Anche la costruzione del morfismo FX/S è funtoriale, nel senso che ogni
morfismo f : X −→ Y di S-schemi induce canonicamente un morfismo di
S-schemi f (p) : X(p) −→ Y (p) tale che f (p) ◦ FX/S = FY/S ◦ f , e nel caso
speciale in cui Y = S, f (p) non è altro che il morfismo strutturale di X(p).
Inoltre se U è un sottoinsieme aperto di X, allora U (p) è un sottoinsieme
aperto di X(p) e FU/S = FX/S|U , quindi molte delle proprietà locali su X(p)

possono essere ricondotte al caso in cui S e X sono affini. Se S = SpecA e
X = SpecB, allora X(p) = Spec (B ⊗A A), dove il secondo fattore è dotato
della struttura di A-algebra attraverso la mappa a 7−→ ap, e FX/S corrisponde
a B⊗A A −→ B, b⊗ a 7−→ abp. Non è difficile, allora, riconoscere la validità
del seguente

Lemma 2.1.2. Sia S = SpecA uno schema affine di caratteristica p e
sia X = SpecA[T1, . . . , Tn]/I uno S-schema affine di tipo finito. Allora
X(p) = SpecA[T1, . . . , Tn]/I(p), dove I(p) è l’ideale generato dagli elemen-
ti della forma ∑

ν∈Nn a
p
νT

ν, con ∑
ν aνT

ν ∈ I. Il morfismo di Frobenius
FX/S : X −→ X(p) è indotto dall’omomorfismo di A-algebre Ti 7−→ T pi .

Torniamo ora a considerare un morfismo f : X −→ S di schemi di carat-
teristica p, per mostrare che dalla liscezza di f seguono interessanti proprie-
tà del morfismo di Frobenius relativo. Prima però conviene anteporre due
definizioni e la seguente
Osservazione 3 (Coordinate étale). Sia f : X −→ S un morfismo liscio di
schemi di caratteristica p e sia q un punto di X. Poiché Ω1

X/S è localmente
libero, esiste un intorno aperto affine U di q e x1, . . . , xn ∈ OX(U) tali che
xi|q = 0 per ogni i e tali che dx1, . . . , dxn generino Ω1

X/S|U . Queste sezioni
definiscono un S-morfismo h : U −→ An

S, che è étale per costruzione. Inoltre,
per la liscezza, si ha la seguente successione esatta di O(U)-moduli

0 −→ h∗Ω1
AnS/S

−→ Ω1
U/S −→ Ω1

U/AnS
−→ 0

Per costruzione Ω1
U/AnS

= 0, cosicché h : U −→ An
S è liscio e non ramificato, e

quindi étale. Le sezioni x1, . . . , xn sono chiamate coordinate étale attorno a
q.

Definizione 2.4. Un morfismo di schemi f : X −→ S è detto piatto se i
morphismi f ]x : OS,f(x) −→ OX,x in ogni punto x ∈ X sono piatti, ovvero se
OX,x è piatto come OS,f(x)-modulo attraverso f ]x.

Definizione 2.5. Un morfismo di schemi f : X −→ S è detto finito se
esiste un ricoprimento aperto affine {Vi}i∈I di S tale che f−1(Vi) è affine ed
il morfismo f ](Vi) : OS(Vi) −→ OX(f−1(Vi)) è finito per ogni i ∈ I nel senso
che OX(f−1(Vi)) è un OS(Vi)-modulo finito.
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Proposizione 2.1.3. Sia S uno schema di caratteristica positiva p e sia
f : X −→ S un morfismo liscio di dimensione relativa costante n. Allora
il morfismo di Frobenius relativo FX/S : X −→ X(p) è finito e piatto e la
OX(p)-algebra (FX/S)∗OX è localmente libera di rango pn. In particolare, se f
è étale, allora FX/S è un isomorfismo.
Dimostrazione. Useremo l’Osservazione precedente ed assumeremo anzitut-
to che f sia étale, ovvero di dimensione relativa 0. Facendo riferimento al
diagramma (2.1), deduciamo che, essendo f = q ◦ FX/S e q entrambi étale,
anche FX/S lo è. Ma FX/S è anche universalmente iniettivo1, quindi [8] è
un’immersione aperta e, dal momento che è un omeomorfismo, risulta un
isomorfismo.
Il caso in cuiX è lo spazio affine An

S è immediato, in quanto i monomi∏n
i=1 t

mi
i

con 0 ≤ mi ≤ p− 1 formano una base di (FX/S)∗OX = (FX/S)∗OS[t1, . . . , tn]
su OX(p) , il che mostra che FX/S è finito e localmente libero, e perciò anche
piatto.
Per il caso generale, dall’Osservazione 3 si può supporre di avere una fatto-
rizzazione X h−→ An

S

g−→ S, dove g è la proiezione e h è étale.

Osservazione 4. (i) Poiché Ωi
X/S è localmente libero su OX di rango

(
n
i

)
, dal-

la proposizione precedente segue che (FX/S)∗Ωi
X/S è localmente libero

su OX(p) di rango pn
(
n
i

)
.

(ii) L’enunciato della proposizione precedente, relativo al caso n = 0 am-
mette un inverso: se S ha caratteristica p e X è un S-schema tale che il
morfismo di Frobenius relativo FX/S è un isomorfismo, allora X è étale
su S (SGA 5 XV 1 Prop. 2). Quando S è lo spettro di un campo,
questo è il cosiddetto "criterio di Mac Lane".

2.2 L’isomorfismo di Cartier
Prima di enunciare il teorema principale, è opportuno premettere la se-

guente
Osservazione 5. Sia S uno schema di caratteristica p, f : X −→ S un
morfismo di schemi e d = dX/S : OX −→ Ω1

X/S. Allora:

(i) I morfismi canonici α : F ∗XΩ1
X/S −→ Ω1

X/S e β : F ∗X/SΩ1
X(p)/S −→ Ω1

X/S

sono nulli. Infatti, se s è una sezione di OX , si ha che

α(ds) = β
(
d(1⊗ s)

)
= d(sp) = psp−1ds = 0

1Un morfismo di schemi f : X −→ Y è universalmente iniettivo se è iniettivo e se per
ogni x ∈ X l’estensione k(f(x)) −→ k(x) indotta da f ]

x è puramente inseparabile.
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(ii) Il differenziale del complesso (FX/S)∗Ω•X/S è OX(p)-lineare: localmente
una sezione di OX(p) ha la forma a⊗FS s e

(FX/S)∗
(
d
(
(a⊗FS s)t

))
= d(sapt) = sapdt = (a⊗FS s)dt

se s è una sezione di OS e t, a sono sezioni di OX . E così i fasci di cicli Zi,
di bordi Bi e di coomologia H i = Zi/Bi del complesso (FX/S)∗Ω•X/S so-
no degli OX(p)-moduli ed il prodotto esterno rende ⊕Zi

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
e ⊕H i

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
delle OX(p)-algebre graduate anticommutative.

(iii) Se Z = An
S, per calcolare il complesso (FZ/S)∗Ω•Z/S, definiamo K•(n)

come il complesso di Fp-spazi vettoriali tale che Kj(n) sia generato
dalle forme differenziali tk1

1 · · · tknn dtr1 ∧ · · · ∧ dtrj , dove 0 ≤ ti ≤ p− 1 e
0 ≤ r1 < . . . < rj ≤ n, con l’usuale derivata esterna in n variabili come
differenziale. Abbiamo visto che, come OZ(p)-modulo, (FZ/S)∗OZ =
(FZ/S)∗OS[t1, . . . , tn] è generato dai monomi tk1

1 · · · tknn con 0 ≤ ki ≤
p− 1, quindi possiamo scrivere

(FZ/S)∗OZ = OZ(p) ⊗Fp K
0(n)

Analogamente (FZ/S)∗Ω1
Z/S è generato, come OZ(p)-modulo, dalle forme

tk1
1 · · · tknn dtr con 0 ≤ ti ≤ p− 1 e r ∈ {1, . . . , n}, quindi

(FZ/S)∗Ω1
Z/S = OZ(p) ⊗Fp K

1(n)

Lo stesso calcolo vale per (FZ/S)∗Ωi
Z/S, perciò otteniamo un isomorfismo

di complessi di OZ(p)-moduli

(FZ/S)∗Ω•Z/S = OZ(p) ⊗Fp K
•(n)

Questi fatti sono all’origine dei "miracoli" del calcolo differenziale in ca-
ratteristica p ed il risultato principale è il teorema seguente, dovuto a Pierre
Cartier [3].

Teorema 2.2.1. Siano S uno schema di caratteristica p > 0 e sia f : X → S
un morfismo di schemi. Allora:

(a) Esiste un unico omomorfismo di OX(p)-algebre graduate

γ =
⊕
i

γi :
⊕
i

Ωi
X(p)/S −→

⊕
i

H i
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
tale che:
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(i) γ0(1) = 1, ovvero γ è dato dal morfismo F ∗X/S : OX(p) −→ (FX/S)∗OX

quando i = 0;
(ii) γ1

(
d(g⊗1)

)
= [gp−1dg] in H1

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
, dove g è una sezione

di OX .

(b) Se f è liscio, allora γ è un isomorfismo.

Osservazione 6. (i) Nel caso (b), γ viene chiamato l’isomorfismo di Cartier
e denotato con C−1. Il suo inverso, o la composizione⊕

i

Zi
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
−→

⊕
i

Ωi
X(p)/S

del suo inverso con la proiezione di ⊕Zi su ⊕H i, dove Zi denota il
fascio di cicli di (FX/S)∗Ω•X/S al grado i, viene indicato con C. Fu
proprio questo l’omomorfismo che definì inizialmente Cartier, e che
talvolta viene denominato operazione di Cartier.

(ii) Quando S è uno schema perfetto, ovvero se FS è un automorfismo, per
esempio nel caso in cui S sia lo spettro di un campo perfetto, una delle
applicazioni più significative è la seguente. Se f è liscio, allora C−1,
per composizione con l’isomorfismo⊕

i

Ωi
X/S −→

⊕
i

W∗Ωi
X(p)/S

(dove W : X(p) −→ X è l’isomorfismo indotto da FS per cambio di
base) dà un isomorfismo

C−1
abs :

⊕
i

Ωi
X/S −→

⊕
i

H i
(
(FX)∗Ω•X/S

)
che viene chiamato isomorfismo di Cartier assoluto.

Dimostrazione. Per la dimostrazione seguiamo [15] e [14]. Osserviamo innan-
zitutto che per costruire il morfismo γ con le proprietà suddette è sufficiente
definire γ1. Infatti, poiché vogliamo un morfismo di OX-algebre graduate, γ0
può essere definito solo come sopra, e siccome Ωn

X/S = ∧n Ω1
X/S, otterremo γn

come γ1∧. . .∧γ1 usando il prodotto esterno su H•
(
(FX/S)∗

∧•Ω1
X/S

)
. Per de-

finire ora γ1, basta ricordare che dare un morfismo Ω1
X(p)/S → H1

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
è la stessa cosa che dare una S-derivazione (ovvero una derivazione (f (p))−1(OS)-
lineare) OX(p) −→ H1

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
. E giacché gli spazi topologici soggia-

centi X e X(p) sono omeomorfi tramite FX/S, possiamo considerare OX(p)

come un fascio di gruppi abeliani su X (non un OX-modulo), scrivendo

OX(p) ' OX ⊗f−1(OS) f
−1(OS).
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Una S-derivazione OX(p) → H1
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
che soddisfi la proprietà (ii) so-

pra è dunque una mappa di fasci δ : OX⊗f−1(OS)f
−1(OS) −→ H1

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
tale che

δ
(
(g ⊗ s)(g′ ⊗ s′)

)
= δ(gg′ ⊗ ss′)
= (g ⊗ s)δ(g′ ⊗ s′) + (g′ ⊗ s′)δ(g ⊗ s)
= g′ps′pδ(g ⊗ s) + gpspδ(g′ ⊗ s′)
= g′pδ(gs′p ⊗ s) + gpδ(spg′ ⊗ s′)
= g′pδ(g ⊗ ss′) + gpδ(g′ ⊗ ss′) (2.2)

e δ(g ⊗ 1) = [gp−1dg].
Ora definiamo δ ponendo δ(g ⊗ s) := sgp−1dg, ed è facile controllare che δ
soddisfa la (2.5). La verifica che sia additiva è meno immediata: innanzitutto
è chiaro che δ

(
g⊗ (s+ s′)

)
= δ(g⊗ s) + δ(g⊗ s′), quindi resta da controllare

che δ((g+g′)⊗s)−δ(g⊗s)−δ(g′⊗s) = 0 in H1
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
. Osserviamo

che

δ
(
(g+g′)⊗s

)
−δ(g⊗s)−δ(g′⊗s) = s(g+g′)p−1d(g+g′)−sgp−1dg−sg′p−1dg′

e che
1
p

(
(g + g′)p − g′p − gp

)
=

p−1∑
i=0

1
p

(
p

i

)
g′igp−i ∈ Z

derivando si ottiene

s
(
(g + g′)p−1d(g + g′)− g′p−1dg′ − gp−1dg

)
= d

(
s
p−1∑
i=0

1
p

(
p

i

)
g′igp−i

)
= 0

in H1
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
, come voluto. Infine la f−1(OS)-linearità è chiara.

Per dimostrare che se f : X −→ S è liscio, allora il morfismo γ è un isomor-
fismo, consideriamo dapprima il caso in cui X = An

S. Poiché la questione
è locale, l’Osservazione 3 ci permette di fattorizzare f in h : X −→ An

S e
nella proiezione g : An

S −→ S. E siccome h è étale, il morfismo di Frobenius
relativo FX/Z è un isomorfismo, e quindi il rettangolo

X '
FX/Z

//

h
��

FX

##
X(p/Z)

WZ/S

//

{{

X

h
��

Z
FZ // Z

(2.3)
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è cartesiano. E ciò mostra che anche il quadrato

X
FX/S //

h
��

X(p/S)

hrel
��

Z
FZ/S // Z(p/S)

(2.4)

è cartesiano, dove hrel è l’unico morfismo tale che f (p) = g(p) ◦ hrel.
Si consideri ora il seguente diagramma, un poco più complicato

X '
FX/Z

//

h
��

X(p/Z) //

WX/Z

##
X(p/S)

hrel
��

// X

h
��

Z //

FZ

88Z(p/S) // Z

Il rettangolo più esterno è esattamente quello del diagramma (2.3) ed il qua-
drato a destra è cartesiano, poiché X ×FS S = X ×Z (Z×FS S). Il rettangolo
interno è quello del diagramma (2.4) ed è anch’esso cartesiano. Dal momen-
to che h, FX/S e FZ/S sono tutti étale, anche hrel è étale e quindi piatto.
Guardando ancora (2.4), possiamo dedurre che

h∗rel(FZ/S)∗Ω•Z/S ' (FX/S)∗h∗Ω•Z/S ' (FX/S)∗Ω•X/S

dove h∗Ω•Z/S ' Ω•X/S poiché h è étale.
Siccome hrel è piatto, induce un isomorfismo

h∗relH
i
(
(FZ/S)∗Ω•Z/S

)
−→ H i

(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
e giacché è pure étale, si ha che h∗relΩ•Z(p/S)/S ' Ω•

X(p/S)/S, il che dà infine il
seguente diagramma commutativo

⊕
i Ωi

X(p/S)/S

γ //

'
��

⊕
iH

i
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
'
��⊕

i h
∗
relΩi

Z(p/S)/S

h∗rel◦γ //⊕
i h
∗
relH

i
(
(FZ/S)∗Ω•Z/S

)
Dal momento che la costruzione di γ è funtoriale, cioè γZ = h∗rel◦γX , possiamo
supporre che X = Z = An

S.
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Il resto è abbastanza semplice, infatti nell’Osservazione 5 abbiamo dedotto
che, se X = An

S, allora (FX/S)∗Ω•X/S ' OX(p) ⊗Fp K
•(n). Da ciò segue che

H i
(
(FX/S)∗Ω•X/S

)
' OX(p) ⊗Fp H

i
(
K•(n)

)
Per dimostrare il teorema, basta quindi mostrare che:

• H0
(
K•(n)

)
= Fp.

• H1
(
K•(n)

)
è uno spazio vettoriale e una sua base è costituita da{

xp−1
i dxi

}n
i=1

.

• H i
(
K•(n)

) ∼= ∧iH1
(
K•(n)

)
.

Notando che K•(n) è il complesso totale di

n fattori︷ ︸︸ ︷
K•(1)⊗Fp · · · ⊗Fp K

•(1)

per la formula di Künneth, è sufficiente dimostrare che K•(1) possiede le
proprietà sopraelencate, ma è chiaro che:

• H0
(
K•(1)

)
= ker(d : ⊕0≤i<p x

iFp −→
⊕

0≤i<p x
idxFp) = Fp.

• H1
(
K•(1)

)
= ⊕

0≤i<p x
idxFp/im(d) = xp−1dxFp.

• La terza proprietà è banale, dal momento che Kj(1) = 0 se j > 1.

Esiste una relazione stretta fra l’isomorfismo di Cartier e il sollevamento di
Frobenius, che è alla base dei teoremi di decomposizione e di degenerazione.
Sia i : T0 −→ T un ispessimento di ordine 1, cioè un’immersione chiusa
definita da un ideale di OT di quadrato nullo e sia g : S0 −→ T0 un morfismo
piatto. Sollevando i ad un T0-schema S0, si estende un T -schema piatto su
S munito di un isomorfismo T0 ×T S ' S0, cioè un quadrato cartesiano

S0
j //

g0
��

S

g

��
T0

i // T

con g piatto. Se I (risp. J) è l’ideale dell’ispessimento i (risp. j), la piattezza
di g implica che l’omomorfismo canonico g∗0I −→ J è un isomorfismo.
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Scegliendo per i l’ispessimento SpecFp −→ SpecZ/p2Z dell’ideale genera-
to da p, sia Y0 uno schema di caratteristica p e Y un sollevamento di Y0
su SpecZ/p2Z. L’ideale di Y0 in Y è dunque pOY e la piattezza di Y su
SpecZ/p2Z implica che la moltiplicazione per p induce un isomorfismo

p : OY0
'−→ pOY

Proposizione 2.2.2. Sia f0 : X0 −→ Y0 un morfismo liscio di Fp-schemi e
F0 : X0 −→ X

(p)
0 il morfismo di Frobenius relativo di X0 su Y0. Supponiamo

siano dati un sollevamento (liscio) X (risp. X(p)) di X0 (risp. X(p)
0 ) su Y

ed un Y -morfismo F : X −→ X(p) che solleva F0, cioè tale che il diagramma

X0 //

F0
��

X

F
��

X
(p)
0

// X(p)

sia commutativo. Allora:

(i) la moltiplicazione per p induce un isomorfismo

p : Ω1
X0/Y0

'−→ pΩ1
X/Y

(ii) l’immagine dell’omomorfismo canonico

F ∗ : Ω1
X(p)/Y −→ F∗Ω1

X/Y

è contenuta in pF∗Ω1
X/Y

(iii) se ϕF : Ω1
X

(p)
0 /Y0

−→ F0∗Ω1
X0/Y0

l’omomorfismo "indotto da F ∗" per
divisione per p, cioè l’unico omomorfismo che rende commutativo il
seguente quadrato

Ω1
X(p)/Y

F ∗ //

��

pF0∗Ω1
X/Y

Ω1
X

(p)
0 /Y0

// F0∗Ω1
X0/Y0

p

OO

allora l’immagine di ϕF è contenuta nel nucelo del differenziale del
complesso di de Rham, ovvero nel fascio di cicli Z1F0∗Ω•X0/Y0

e la com-
posizione di ϕF con la proiezione su H1(F0∗Ω•X0/Y0

) è l’isomorfismo di
Cartier C−1 in grado 1.
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Dimostrazione. La (i) è banale, la (ii) segue dall’Osservazione 5 e la (iii) segue
immediatamente da (i), da (ii) e dalla caratterizzazione dell’isomorfismo di
Cartier. Infatti, se a è una sezione locale di OX , tale che a0 sia la sua riduzione
modulo p e a′ il sollevamento in OX′ dell’immagine a′0 di a0 in OX′0

, si ha

F ∗(a′) = ap + pb

per qualche sezione locale b di OX . Di conseguenza F ∗(da′) = pap−1da+ pdb
e quindi

ϕF (da′0) = ap−1
0 da0 + db0 (2.5)

da cui segue (iii).

Concludiamo la sezione con un esempio particolarmente importante, per
il quale vogliamo richiamare la nozione di vettore di Witt, rimandando a [21]
per un approfondimento.

Definizione 2.6. Sia k un campo perfetto di caratteristica p. L’insieme
W2(k) delle coppie ordinate (a1, a2) di elementi di k, munito di addizione e
moltiplicazione date da

(a1, a2) + (b1, b2) =
(
a1 + b1, S2(a, b)

)
(a1, a2)(b1, b2) =

(
a1b1, P2(a, b)

)
dove

S2(a, b) = a2 + b2 + p−1
(
ap1 + bp1 − (a1 + b1)p

)
P2(a, b) = bp1a2 + b2a

p
1 + pa2b2

è l’anello dei vettori di Witt di lunghezza 2 su k.

Se k = Fp, allora W2(k) ' Z/p2Z e l’isomorfismo è dato dalla map-
pa (a1, a2) 7−→ τ(a1) + pτ(a2), dove τ denota la sezione moltiplicativa di
Z/p2Z −→ Fp

2.3 La successione spettrale di Hodge-de Rham
Si può dire che le successioni spettrali siano forse uno degli oggetti più

evitati in matematica: "They have a reputation for being abstruse and dif-
ficult. It has been suggested that the name ‘spectral’ was given because, like
spectres, spectral sequences are terrifying, evil, and dangerous" (R. Vakil).
Tuttavia, risultano uno degli strumenti algebrici più utili per la coomologia
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e rimandiamo all’Appendice A.1 per un’introduzione ad esse. Qui siamo in-
teressati in particolare alla successione spettrale di Hodge-de Rham, che ora
introdurremo.
Sia T : A −→ B un funtore additivo fra due categorie abeliane e supponia-
mo che A abbia abbastanza iniettivi. Allora T ammette un funtore derivato
destro

RT : D+(A) −→ D+(B)
che è calcolato attraverso RT (K•) ' T (K ′•), dove K• −→ K ′• è un quasi-
isomorfismo e K ′• è limitato dal basso e con componenti iniettive. Se K• è
un oggetto di D(A), si ha un successione spettrale

Eij
1 = RjT (Ki) =⇒ R∗T (K•) (2.6)

detta la prima successione spettrale di ipercoomologia di T , ottenuta nel se-
guente modo. Si sceglie una risoluzione K• −→ L•,• di K• mediante un
bicomplesso L•,•, in modo tale che ogni colonna Li,• sia una risoluzione
iniettiva di Ki. Se sL• denota il complesso semplice associato2, il mor-
fismo di complessi risultante K• −→ sL• è un quasi-isomorfismo, perciò
RT (K•) ' T (sL•) = sT (L•,•), RT (Ki) ' T (Li,•) e la prima filtrazione di
sT (L•,•) dà luogo a (2.6).
Siano ora k un campo e X un k-schema. Il gruppo

H i
DR(X/k) = H i(X,Ω•X/k) = Γ(Spec k,Rif∗Ω•X/k)

dove f : X −→ Spec k è il morfismo strutturale, è chiamato l’i-esimo gruppo
di coomologia di de Rham di X/k ed è un k-spazio vettoriale. La successione
spettrale (2.6) relativa al funtore Γ(X, •) ed al complesso Ω•X/k è chiamata la
successione spettrale di Hodge-de Rham di X/k:

Eij
1 = Hj(X,Ωi

X/k) =⇒ H∗DR(X/k) (2.7)

Si tratta di una successione spettrale di k-spazi vettoriali e i gruppiHj(X,Ωi
X/k)

vengono chiamati i gruppi di coomologia di Hodge di X su k. Se X è proprio
([10] p. 100) su k (per esempio, se è un sottoschema chiuso di uno spazio
proiettivo Pnk), poiché gli Ωi

X/k sono fasci coerenti, il teorema di finitezza di
Serre-Grothendieck ([10] III 5.2) implica che i gruppi di coomologia di Hod-
ge di X su k sono k-spazi vettoriali di dimensione finita, e tali sono anche i
gruppi di coomologia di de RhamHn

DR(X/k), grazie alla successione spettrale
2.7. Inoltre, per ogni n, si ha∑

i+j=n
dimkH

j(X,Ωi
X/k) ≥ dimkH

n
DR(X/k) (2.8)

2Si tratta del cosiddetto complesso totale, che nell’Appendice A.1 viene denotato con
Tot.
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e l’uguaglianza per ogni n vale se e solo se la successione spettrale di Hodge-
de Rham di X su k degenera in E1, cioè se i differenziali dr sono nulli per
ogni r ≥ 1.

2.4 Decomposizione e degenerazione
Come in precedenza, p denoterà un numero primo fissato. Il risultato

principale è il seguente teorema ([4]):

Teorema 2.4.1. Sia S uno schema di caratteristica p e sia T un solleva-
mento piatto di S su Z/p2Z. Sia X un S-schema liscio e F : X −→ X(p) il
morfismo di Frobenius relativo di X su S. Allora se X(p) ammette un solleva-
mento (liscio) su T , il complesso di OX(p)-moduli τ<pF∗Ω•X/S è decomponibile
nella categoria derivata D(X(p)) di quella degli OX(p)-moduli.

Prima di incominciare la dimostrazione, vale la pena notare che una
decomposizione di τ<pF∗Ω•X/S è equivalente ad una freccia di D(X(p))⊕

i<p

H iF∗Ω•X/S[−i] −→ F∗Ω•X/S

che induce l’identità su H i per ogni i < p. Secondo il teorema di Cartier
(2.2.1) questo dato è, a sua volta, equivalente ad una freccia di D(X(p))

ϕ :
⊕
i<p

Ωi
X(p)/S[−i] −→ F∗Ω•X/S

che induce C−1 su H i per ogni i < p. La dimostrazione consiste proprio
nell’associare canonicamente una tale freccia ϕ ad ogni sollevamento di X(p)

su T , e consiste di tre passi.

Dimostrazione. Passo A. Cominciamo trattando il caso in cui F ammette
un sollevamento globale.
Proposizione 2.4.2. Sotto le ipotesi del Teorema 2.4.1, supponiamo che
F : X −→ X(p) ammetta un sollevamento globale G : Z −→ Z(p), dove Z
(risp. Z(p)) solleva X (risp. X(p)) su T . Sia

ϕG :
⊕

Ωi
X(p)/S[−i] −→ F∗Ω•X/S

il morfismo di complessi la cui componente i-esima ϕiG, così definita:

ϕ0
G = F ∗ : OX −→ F∗OX , ϕ1

G = Ω1
X(p)/S −→ F∗Ω1

X/S
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è il morfismo definito nella Proposizione 2.2.2 (iii). Per i ≥ 1, ϕiG è composto
con Λiϕ1

G e ΛiF∗Ω1
X/S −→ F∗Ωi

X/S. Quindi ϕG è un quasi-isomorfismo, che
induce l’isomorfismo di Cartier C−1 su H i per ogni i.

Passo B. Questo è il passo principale, in cui si mostra che il fatto di avere
un sollevamento Z(p) di X(p) su T permette di definire una decomposizione
di τ≤1F∗Ω•X/S, ovvero un omomorfismo

ϕ1
Z(p) : Ω1

X(p)/S[−i] −→ F∗Ω•X/S

di D(X(p)) (e non C(X(p))) che induce C−1 su H1. Perciò occorre confrontare
gli omomorfismi ϕ1

G associati ad ogni altro sollevamento di F con target Z(p).
Occorre, però, premettere qui due proposizioni di natura piuttosto tecnica,
che riguardano morfismi lisci ed estensioni.
Proposizione 2.4.3. Supponiamo che sia dato un diagramma commutativo
del tipo

X

f
��

T0

g0

77

i
// T // Y

dove i è un ispessimento di ordine 1 con ideale I ed f è un morfismo liscio.
Allora:

(a) Esiste un’ostruzione
c(g0) ∈ Ext1(g∗0Ω1

X/Y , I)
il cui annullarsi è condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di
un Y -morfismo (globale) g : T −→ X che estende g0 (cioè tale che
g ◦ i = g0).

(b) Se c(g0) = 0, l’insieme delle estensioni g di g0 è uno spazio affine sotto
Hom(g∗0Ω1

X/Y , I).

Proposizione 2.4.4. Siano i : Y0 −→ Y un ispessimento d’ordine 1 con
ideale I, e f0 : X0 −→ Y0 un morfismo liscio. Allora:

(a) Esiste un’ostruzione

ω(f0) ∈ Ext2(Ω1
X0/Y0 , f

∗
0 I)

il cui annullarsi è condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di
un sollevamento liscio X0 su Y , ovvero per definizione di un Y -schema
liscio X munito di un Y0-isomorfismo Y0 ×Y X ' X0.
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(b) Se ω(f0) = 0, l’insieme delle classi di isomorfismo di sollevamenti di X0
su Y è uno spazio affine sotto Ext1(Ω1

X0/Y0
, f ∗0 I) (dove per definizione,

se X1 e X2 sono sollevamenti di X0, un isomorfismo da X1 a X2 è un
Y -isomorfismo da X1 a X2 che induce l’identità su X0).

(c) Se X è un sollevamento di X0 su Y , il gruppo degli automorfismi di
X (cioè gli Y -automorfismi di X che inducono l’identità su X0) è
naturalmente identificato con Hom(Ω1

X0/Y0
, f ∗0 I).

Lemma 2.4.5. Ad ogni coppia (G1 : Z1 −→ Z(p), G2 : Z2 −→ Z(p)) di
sollevamenti di F è associato canonicamente un omomorfismo

h(G1, G2) : Ω1
X(p)/S −→ F∗OX (2.9)

tale che ϕ1
G2−ϕ

1
G1 = dh(G1, G2). Se G3 : Z3 −→ Z(p) è un terzo sollevamento

di F , si ha
h(G1, G2) + h(G2, G3) = h(G1, G3) (2.10)

Supponiamo dapprima che Z1 e Z2 siano isomorfi (nel senso della Propo-
sizione 2.4.4 (b)) e scegliamo un isomorfismo u : Z1

'−→ Z2. Allora G2 ◦ u e
G1 sollevano F . cioè estendono a Z1 la composizione X F→ Z ↪→ Z(p). Quin-
di, secondo la Proposizione 2.4.3 (b), differiscono per un omomorfismo hu da
F ∗Ω1

X(p)/S a OX ovvero da Ω1
X(p)/S a F∗OX . Se v è un secondo isomorfismo da

Z1 a Z2, allora u e v differiranno per un omomorfismo ”u−v” : Ω1
X/S −→ OX ,

cosicché G2 ◦u e G2 ◦v differiranno per la composizione di ”u−v” e del mor-
fismo F ∗Ω1

X(p)/S −→ Ω1
X/S, che è nullo, da cui G2 ◦u = G2 ◦ v. Perciò hu non

dipende dalla scelta di u e siccome Z1 e Z2 sono localmente isomorfi, secondo
la Proposizione 2.4.3 (a), da ciò deduciamo un omomorfismo 2.9 caratteriz-
zato dalla proprietà che se u è un isomorfismo da Z1 a Z2 su un sottoinsieme
aperto U di X, la restrizione di h(G1, G2) ad U è l’omomorfismo hu, la diffe-
renza tra G1 e G2 ◦ u. Infine, la formula ϕ1

G2 −ϕ
1
G1 = dh(G1, G2) segue dalla

descrizione esplicita di ϕ1
G data in (2.5) e poi la formula (2.10) è immediata.

Fissiamo ora un sollevamento Z(p) di X(p) su T . Secondo le Proposizioni
2.4.3 (a) e 2.4.4 (a), possiamo scegliere un ricoprimento aperto U = {Ui}i∈I
di X in modo tale da avere, per ogni i, un sollevamento Zi di Ui su T ed un
sollevamento Gi : Zi −→ Z(p) di F |Ui . Così avremo, per ogni i, un morfismo
di complessi

fi = ϕ1
Gi

: Ω1
X(p)/S|Ui [−1] −→ F∗Ω•X/S|Ui

e, per ogni coppia (i, j), un morfismo

hij = h(Gi|Uij , Gj|Uij) : Ω1
X(p)/S|Uij −→ F∗Ω•X/S|Uij
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dove Uij = Ui ∩ Uj . Questi dati sono collegati attraverso

fj − fi = dhij (su Uij)

hij + hjk = hik (su Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk)

Risulta così possibile definire un morfismo di complessi di O(p)
X -moduli

ϕ1
Z(p),(U,(Gi)) : Ω1

X(p)/S[−1] −→ Č(U, F∗Ω•X/S)

dove Č(U, F∗Ω•X/S) è il complesso semplice associato al bicomplesso di Čech
del ricoprimento U a valori in F∗Ω•X/S. Le componenti di questo complesso
sono date da

Č(U, F∗Ω•X/S)n =
⊕

a+b=n
Čb(U, F∗Ωa

X/S)

con differenziale d = d1 +d2, dove d1 è indotto dal differenziale del complesso
di de Rham e d2 è uguale a (−1)a(∑(−1)i∂i. In particolare,

Č(U, F∗Ω•X/S)1 = Č1(U, F∗OX)⊕ Č0(U, F∗Ω1
X/S)

Il morfismo ϕ1
Z(p),(U,(Gi)) è definito attraverso le sue componenti (ϕ1, ϕ2) in

grado 1
(ϕ1ω)(i, j) = hij(ω)|Uij , (ϕ2ω)(i) = fi(ω)|Ui

Usando il fatto che gli fi sono morfismi di complessi, assieme alle formule
sopraindicate che legano gli fi agli hij, segue che ϕ1

Z(p),(U,(Gi)) è un ben de-
finito morfismo di complessi. Inoltre disponiamo della mappa naturale di
aumentazione

ε : F∗Ω•X/S −→ Č(U, F∗Ω•X/S)

che è un quasi-isomorfsimo, poiché per ogni a, il complesso Č(U, F∗Ωa
X/S) è

una risoluzione di F∗Ωa
X/S. Definiamo quindi

ϕ1
Z(p) : Ω1

X(p)/S[−1] −→ F∗Ω•X/S

come la freccia di D(X(p)) ottenuta componendo ϕ1
Z(p),(U,(Gi)) con l’inversa

di ε. Se (U = {Ui}i∈I , (Gi)i∈I) e (V = {Vj}j∈J , (Gj)j∈J) sono due scelte
di sistemi di sollevamento di Frobenius, allora considerando il ricoprimento
U t V, indiciato da I t J , formato dagli Ui e dai Vj, si ha che ϕ1

Z(p) non
dipende da tali scelte. Inoltre ϕ1

Z(p) induce C−1 su H1, e dal momento che la
questione è locale, possiamo ottenere un sollevamento globale di F e applicare
la Proposizione 2.4.2. Ciò conclude il passo B.
Passo C. Fissiamo di nuovo un sollevamento Z(p) di X(p) e mostriamo come

38



estendere la decomposizione di τ≤1F∗Ω•X/S definita da ϕi
Z(p) (i = 0, 1) ad una

decomposizione di τ<pF∗Ω•X/S e a tal fine usiamo la struttura moltiplicativa
del complesso di de Rham. Da ϕ1

Z(p) otteniamo, per ogni i ≥ 1, una freccia
di D(X(p))

(ϕ1
Z(p))

L
⊗i = ϕ1

Z(p)
L
⊗ · · ·

L
⊗ ϕ1

Z(p) : (Ω1
X(p)/S[−1])

L
⊗i −→ (F∗Ω•X/S)

L
⊗i

E giacché Ω1
X(p)/S è localmente libero di tipo finito, abbiamo

(Ω1
X(p)/S[−1])

L
⊗i ' (Ω1

X(p)/S)⊗i[−i] (2.11)

e analogamente, poiché anche gli F∗Ωa
X/S sono localmente liberi di tipo finito

(F∗Ω•X/S)
L
⊗i ' (F∗Ω•X/S)⊗i (2.12)

Definiamo ora, per i < p

ϕ1
Z(p) : Ω1

X(p)/S[−i] −→ F∗Ω•X/S

come la composizione, tramite (2.11) e (2.12), della freccia di antisimmetriz-
zazione standard

Ωi
X(p)/S[i] −→ (Ω1

X(p)/S)⊗i[−i], ω1∧· · ·∧ωi 7−→
1
i!
∑
σ∈Si

sgn (σ)ωσ(1)∧· · ·∧ωσ(i)

(ben definita per l’assunzione i < p), della freccia (ϕ1
Z(p))

L
⊗i e della freccia

prodotto (F∗Ω•X/S)⊗i −→ F∗Ω•X/S). E siccome la freccia di antisimmetrizza-
zione è una sezione della proiezione di (Ω1

X(p)/S)⊗i su Ω1
X(p)/S), la proprietà

moltiplicativa dell’isomorfismo di Cartier fa sì che ϕi
Z(p) induca C−1 su H i, e

ciò completa la dimostrazione del teorema.

Facendo riferimento alla Definizione 2.6, possiamo dedurre il seguente

Corollario 2.4.6. Sia k un campo perfetto di caratteristica p e sia X uno
schema liscio su S = Spec k. Se X ammette un sollevamento su T =
SpecW2(k), allora τ<pF∗Ω•X/S è decomponibile in D(X(p)). Inoltre, se X
ha dimensione minore di p, allora F∗Ω•X/S è decomponibile.

Osservazione 7. Secondo la Proposizione 2.4.2, se X è liscio su Spec k e se
X e F vengono sollevati su W2(k), allora F∗Ω•X/S è decomponibile (senza
alcuna ipotesi sulla dimensione di X), come accade nel caso in cui X sia
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affine. D’altro canto, se X è proprio, è raro che X ammetta un sollevamento
suW2(k) in cui si solleva F . Si può mostrare che se X e F si sollevano, allora
X è ordinaria, cioè soddisfa Hj(X,BiΩ•X/S) = 0 per ogni (i, j). La nozione
di varietà ordinaria, che ha senso solo in caratteristica diversa da zero, fu
inizialmente introdotta per curve e varietà abeliane ed interviene in diverse
questioni in geometria algebrica.

Corollario 2.4.7. Sia k un campo perfetto di caratteristica p e sia X un
k-schema liscio e proprio, di dimensione minore di p. Se X ammette un
sollevamento su W2(k), allora la successione spettrale di Hodge-de Rham di
X su k

Eij
1 = Hj(X,Ωi

X/k) =⇒ H∗DR(X/k)

degenera in E1.

Dimostrazione. In virtù della compatibilità di Ωi col cambio di base, l’iso-
morfismo di Frobenius assoluto FS : S −→ S (dove S = Spec k) induce,
per ogni (i, j), un isomorfismo F ∗SHj(X,Ωi

X/k)
'−→ Hj(X(p),Ωi

X(p)/k), ed in
particolare abbiamo

dimkH
j(X,Ωi

X/k) = dimkH
j(X(p),Ωi

X(p)/k)

Inoltre, dal momento che F : X −→ X(p) è un omeomorfismo, si ha canoni-
camente per ogni n

Hn(X(p), F∗Ω•X/k)
'−→ Hn(X,Ω•X/k) = Hn

DR(X/k)

Infine, se X si solleva su W2(k), allora una decomposizione di F∗Ω•X/S in
D(X(p)) della forma ϕ : ⊕Ωi

X(p)/S[−i] '−→ F∗Ω•X/S induce, per ogni n, un
isomorfismo

⊕
i+j=n

Hj(X(p),Ωi
X(p)/k)

'−→ Hn(X(p), F∗Ω•X/k)

Da ciò segue che, per ogni n,
∑
i+j=n

dimkH
j(X,Ωi

X/k) = dimkH
n
DR(X/k)

e ciò implica la degenerazione in E1 della successione spettrale di Hodge-de
Rham.
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2.5 Da caratteristica p a caratteristica zero
In Geometria Algebrica c’è una tecnica standard che permette di dimo-

strare certi risultati di natura geometrica, come formule su un campo base
di caratteristica zero, a partire da analoghe proposizioni su un campo di
caratteristica p > 0, anche finito. Si tratta essenzialmente di considerare
un dato campo base K di caratteristica zero come limite induttivo delle sue
Z-sottoalgebre di tipo finito Ai ed in tal modo certi dati su K, purché sod-
disfino certe condizioni di finitezza, si possono interpretare come estensione
degli scalari di dati simili su uno degli Ai, diciamo Ai0 = B. E così è sufficien-
te risolvere il problema su T = SpecB, che è apparentemente più difficile. Il
vantaggio, tuttavia, è che i punti chiusi di T sono lo spettro di un campo fi-
nito e quindi è sufficiente verificare la proposizione su T , pur di avere meglio
specificato la natura di tali punti. I due ingredienti principali del metodo
sono, dunque: (a) il passaggio al limite, presentato in grande generalità in
(EGA IV 8), che permette di "trasferire" certi dati e proprietà da K a B, e
(b) le proprietà di densità dei punti chiusi su schemi (EGA IV 10).
Cominciamo, quindi, considerando un sistema filtrato induttivo di anelli(
(Ai)i∈I , uij : Ai −→ Aj, i ≤ j

)
con limite induttivo A, e sia Ui : Ai −→ A

l’omomorfismo canonico. Due esempi particolarmente importanti di tale co-
struzione sono: (i) un anello A scritto come limite induttivo delle sue Z-
sottoalgebre di tipo finito e (ii) la localizzazione Ap di un anello A in un
ideale primo p, scritto come limite induttivo di localizzazioni Af = A[1/f ],
con f /∈ p.
Il prototipo di problemi e risultati di tipo (a) è il seguente. Sia (Ei) =(
(Ei)i∈I , vij : Ei −→ Ej, i ≤ j

)
un sistema induttivo di Ai-moduli, avente

come limite induttivo l’A-modulo E. Diremo che (Ei) è cartesiano se, per
ogni i ≤ j, vij, (che è un omomorfismo Ai-lineare da Ei a Ej, considera-
to come Ai-modulo attraverso uij) induce, per aggiunzione, un isomorfismo
(Aj-lineare) da u∗ijEi = Aj ⊗Ai Ei a Ej. In tal caso, l’omomorfismo canonico
vi : Ei −→ E induce, per ogni i, un isomorfismo u∗iEi = A ⊗Ai Ei

'−→ E.
Sia ora

(
(Fi)i∈I , wij

)
un secondo sistema induttivo di Ai-moduli. Se (Ei) è

cartesiano, allora HomAi(Ei, Fi) forma un sistema induttivo di Ai-moduli: la
mappa di transizione per i ≤ j associata a fi : Ei −→ Fi è l’omomorfismo
ottenuto dalle seguenti composizioni

Ej // Aj ⊗ Ei
Aj⊗fi // Aj ⊗ Fi // Fj (2.13)

Così, se F denota il limite induttivo degli Fi, si ha un omomorfismo

lim−→HomAi(Ei, Fi) −→ HomA(E,F ) (2.14)
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Ora possiamo porci due domande:

(a) Dato un A-modulo E, esistono un indice i0 ∈ I ed un Ai0-modulo Ei0 tali
che E sia ottenibile da Ei0 per estensione degli scalari da Ai0 ad A (o,
il che è lo stesso, esiste un sistema induttivo cartesiano (Ei), indiciato
da {i ∈ I, i ≥ i0} che ha come limite E)?

(b) Se esiste i0 tale che (Ei) e (Fi) sono cartesiani per i ≥ i0, la mappa
(2.14) (dove il limite induttivo è esteso agli i ≥ i0) è un isomorfismo?

C’è una risposta positiva ad entrambe le domande se si aggiunge l’ipotesi di
finta presentazione3. Più precisamente, si ha il seguente

Lemma 2.5.1. Con le notazioni precedenti:

(a) Se E è un A-modulo finitamente presentato, esistono un indice i0 ∈ I
ed un Ai0-modulo Ei0 di presentazione finita tali che u∗i0Ei0 ' E.

(b) Se (Ei) e (Fi) sono due sistemi induttivi, cartesiani per i ≥ i0, con limiti
induttivi E ed F , allora se Ei0 è finitamente presentato, la mappa (2.14)
è un isomorfismo.

Da ciò segue pure che se E è finitamente presentato, il modulo Ei0 che
si ottiene per estensione degli scalari è essenzialmente unico, nel senso che
se Ei1 è un’altra possibile scelta (Ei0 e Ei1 entrambi di presentazione finita),
allora esiste un indice i2 con i2 ≥ i1 e i2 ≥ i0 tale che Ei0 e Ei1 risultano
isomorfi per estensione degli scalari ad Ai2 .
Passando ora al punto di vista geometrico, si ha che gli Si = SpecAi formano
un sistema proiettivo di schemi il cui limite proiettivo è S = SpecA. Se
(Xi, vij : Xj −→ Xi) è un sistema proiettivo di Si-schemi, diremo che è
cartesiano per i ≥ i0 se, per i0 ≤ i ≤ j, la freccia di transizione vij dà un
quadrato cartesiano

Xj
//

��

Xi

��
Sj // Si

(2.15)

In tal caso l’S-schema indotto da Xi0 per estensione degli scalari ad S è il
limite proiettivo degli Xi. Se poi (Yi) è un secondo sistema proiettivo di
Si-schemi, cartesiano per i ≥ i0, il limite proiettivo Y = S ×Si0 Yi0 degli

3Si ricordi che un modulo è finitamante presentato se è il conucleo di un omomorfismo
tra moduli liberi di tipo finito.
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HomSi(Xi, Yi) forma un sistema proiettivo, e si ha una mappa analoga alla
(2.14):

lim←−HomSi(Xi, Yi) −→ HomS(X, Y ) (2.16)

È abbastanza naturale formulare domande simili a (1) e (2), e non sorprende
che anch’esse abbiano una risposta simile, a patto di sostituire l’ipotesi di
finita presentazione per moduli con quella per schemi4.

Proposizione 2.5.2. Con le notazioni precedenti:

(a) Se X è un S-schema di presentazione finita, esistono un indice i0 ∈ I
ed un Si0-schema Xi0 di presentazione finita per cui X è indotto da un
cambio di base.

(b) Se (Xi) e (Yi) sono due sistemi proiettivi di Si-schemi, cartesiani per
i ≥ i0, e se Xi0 e Yi0 sono finitamente presentati su Si0, la mappa
(2.17) è biiettiva.

Inoltre, come mostra la prossima proposizione, le usuali proprietà di un
S-schema di presentazione finita sono determinate su Si per i abbastanza
grande.

Proposizione 2.5.3. Sia X un S-schema di presentazione finita, che suppo-
niamo abbia una delle seguenti proprietà P: proiettivo, proprio, liscio. Allora
esistono i0 ∈ I ed un Si0-schema Xi0 di presentazione finita, avente la stessa
proprietà P, per cui X è indotto da un cambio di base.

Per quanto riguarda, invece, le proprietà di tipo (b) soprindcate, è neces-
sario solamente la seguente

Proposizione 2.5.4. Sia S uno schema di tipo finito su Z. Allora:

(a) Se x è un punto chiuso di S, il campo residuo k(x) è un campo finito.

(b) Ogni componente localmente chiusa non vuota Z di S contiene un punto
chiuso di S.

Per la dimostrazione rimandiamo a (EGA IV 10.4.6, 10.4.7) o, nel caso
S sia affine, a (Bourbaki, Alg. Com. V). A noi servirà applicare il punto (b)
al caso in cui Z è la parte liscia di S, supponendo quest’ultimo integrale.5

4Un morfismo di schemi è detto di presentazione finita se è localmente di presentazione
finita, compatto e separato.

5Uno schema vien detto integrale se è ridotto ed irriducibile, o equivalentemente se è
connesso e ricoperto da aperti affini che sono domini d’integrità.
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Proposizione 2.5.5. Sia S uno schema integrale di tipo finito su Z. Allora
l’insieme dei punti x di S per cui S è liscio su SpecZ è un aperto non vuoto
di S. In particolare, se A è una Z-algebra di tipo finito ed intera, esiste
s ∈ A \ {0} tale che SpecAs sia liscio su Z.

Ci serviranno infine alcuni risultati standard sulla compatibilità dell’im-
magine diretta rispetto al cambio di base (o, come si dice talvolta, di pulizia
coomologica), che enunceremo limitatamente a quanto ci occorre.

Proposizione 2.5.6. Siano S uno schema affine6, noetheriano ed integrale
ed f : X −→ S un morfismo liscio e proprio. Allora:

(a) I fasci Rjf∗Ωi
X/S e Rnf∗Ω•X/S sono coerenti ed esiste un sottoinsieme

aperto non vuoto U di S tale che, per ogni (i, j) ed n, le restrizioni ad
U di tali fasci siano localmente liberi di tipo finito.

(b) Per ogni i ∈ Z e per ogni morfismo g : S ′ −→ S, se f ′ : X ′ −→ S ′

denota lo schema indotto dal cambio di base g, le frecce canoniche di
D(S ′)

Lg∗Rf∗Ωi
X/S −→ Rf ′∗Ωi

X′/S′ (2.17)

Lg∗Rf∗Ω•X/S −→ Rf ′∗Ω•X′/S′ (2.18)

sono isomorfismi.

(c) Se, per i ∈ Z fissato, per ogni j il fascio Rjf∗Ωi
X/S è localmente libero su

S di rango costante hij, allora per ogni j la freccia del cambio di base
(indotta dalla 2.19)

g∗Rjf∗Ωi
X/S −→ Rjf ′∗Ωi

X′/S′ (2.19)

è un isomorfismo. In particolare Rjf ′∗Ωi
X′/S′ è localmente libero di rango

hij.

(d) Se, per ogni n, Rnf∗Ω•X/S è localmente libero di rango costante hn, allora
per ogni n la freccia del cambio di base (indotta dalla 2.20)

g∗Rnf∗Ω•X/S −→ Rnf ′∗Ω•X′/S′ (2.20)

è un isomorfismo. In particolare Rnf ′∗Ω•X′/S′ è localmente libero di
rango hn.

Siamo ora finalmente in grado di enunciare e dimostrare il seguente
6L’ipotesi "affine" in realtà non è necessaria, ma è solo per facilitare le dimostrazioni.
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Teorema 2.5.7 (Teorema di degenerazione di Hodge). Sia K un campo di
caratteristica zero e sia X un K-schema liscio e proprio. Allora la succes-
sione spettrale di Hodge di X su K

Eij
1 = Hj(X,Ωi

X/K) =⇒ H∗DR(X/K)

degenera in E1.

Dimostrazione. Posti dimKH
j(X,Ωi

X/K) = hij e dimHn
DR(X/K) = hn, è suf-

ficiente mostrare che, per ogni n, si ha hn = ∑
i+j=n h

ij. A tal fine, scrivendo
K come limite induttivo della famiglia (Aλ)λ∈L delle sue Z-sottoalgebre, per
la Proposizione 2.5.3 esistono α ∈ L e un Sα-schema liscio e proprio Xα (con
Sα = SpecAα) per cui X è indotto dal cambio di base SpecK −→ Sα. Anche
se ciò significa sostituire Aα con Aα[t−1] per un opportuno t ∈ Aα, possia-
mo assumere, in virtù della Proposizione 2.5.5, che Sα sia liscio su SpecZ
e che, se f : Xα −→ Sα denota il morfismo strutturale, i fasci Rjf∗Ωi

Xα/Sα

(risp. Rnf∗Ω•Xα/Sα) siano liberi di rango costante, necessariamente uguale
a hij (risp. hn) secondo la Proposizione 2.5.6 (c) e (d). E siccome la di-
mensione relativa di Xα su Sα è una funzione localmente costante ed X è
compatto, è possibile scegliere un intero d che limita tale dimensione in ogni
punto di X e quindi la dimensione delle fibre di X su Sα in ogni punto di Sα.
Applicando, quindi, la Proposizione 2.5.4 (b) a Z = SpecAα[1/N ] per un
opportuno N (ad esempio il prodotto di numeri primi minori o uguali a d), è
possibile scegliere un punto chiuso s di S per cui il campo residuo k = k(s)
(un campo finito) sia di caratteristica p > d. Inoltre, siccome Sα è liscio su
SpecZ, il morfismo canonico Spec k −→ Sα, che è un’immersione chiusa, può
essere esteso ad un morfismo g : SpecW2(k) −→ Sα, dove W2(k) è l’anello
dei vettori di witt di lunghezza 2 su k. Denotati con Y la fibra di Xα su
s = Spec k e con Y1 lo schema su SpecW2(k) indotto da Xα dal cambio di
base g, si hanno i seguenti quadrati cartesiani:

Y //

��

Y1 //

��

Xα

��

Xoo

��
s // SpecW2(k) g // Sα SpecKoo

(2.21)

Per costruzione, Y è un k-schema liscio e proprio di dimensione minore di p,
che ammette un sollevamento su SpecW2(k). Quindi, secondo il Corollario
2.4.7, la successione spettrale di Hodge-de Rham di Y su k degenera in E1.
Pertanto, per ogni n, si ha:∑

i+j=n
dimkH

j(Y,Ωi
Y/k) = dimkH

n
DR(Y/k)

45



Ma poiché, secondo la Proposizione 2.5.6 (c) e (d), per ogni (i, j) e per ogni
n, vale

dimkH
j(Y,Ωi

Y/k) = hij dimkH
n
DR(Y/k) = hn

si ottiene ∑i+j=n h
ij = hn, il che conclude la dimostrazione,
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Appendice A

A.1 Successioni spettrali
Le successioni spettrali sono un mezzo per calcolare i gruppi di omologia1

attraverso approssimazioni successive e furono inventate negli anni Quaranta
del secolo scorso indipendentemente da Jean Leray (1906-1998) e da Ro-
ger Conant Lyndon (1917-1988). Leray era un matematico francese che si
occupava di equazioni differenziali alle derivate parziali ed incominciò ad in-
teressarsi alla Topologia Algebrica durante il periodo di prigionia nel campo
di Edelbach (Austria), dal 1940 al 1945, poiché non voleva che i nazisti sfrut-
tassero la sua esperienza in matematica applicata per scopi bellici. Lyndon,
invece, introdusse le successioni spettrali nella sua tesi di dottorato, per cal-
colare i gruppi di coomologia di gruppi abeliani finiti.
Quasi tutte le successioni spettrali hanno origine da bicomplessi e quindi ini-
ziamo da qui la trattazione, limitandola ai moduli su un anello, benché tutto
possa essere formulato più in generale in un’arbitraria categoria abeliana.

A.1.1 Bicomplessi
Definizione A.1. Un modulo graduato è una famiglia2 M = (Mp)p∈Z di mo-
duli su un dato anello.

Esempio A.1.1. 1. Se (C, d) = −→ Cn+1
dn+1−→ Cn

dn−→ Cn−1 −→ è un
complesso, allora C = (Cn)n∈Z è un modulo graduato.

1In quest’appendice tutta la trattazione viene fatta "omologicamente" e va, quindi,
opportunamente adattata al corpo della tesi, laddove le stesse nozioni vengono esposte in
termini "coomologici".

2Si possono considerare anche altri insiemi di indici, ma noi considereremo solo l’insieme
degli interi Z.
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2. Se (C, d) è un complesso, allora la famiglia H•(C) = (Hp(C))p∈Z dei
suoi moduli di omologia è un modulo graduato.

Definizione A.2. Siano M e N due moduli graduati, e sia a un intero
relativo. Una mappa graduata di grado a è una famiglia di omomorfismi
f = (fp : Mp −→ Np+a)p∈Z.

Esempio A.1.2. • Se (C, d) è un complesso, allora il suo differenziale
d : C −→ C, dato da d = (dn : Cn −→ Cn−1)n∈Z è una mappa graduata
di grado -1.

• Se f : C −→ C′ è una mappa di catene, allora f = (fn : Cn −→ C ′n)n∈Z
è una mappa graduata di grado 0.

• Se f, g : C −→ C′ sono mappe di catene omotope, allora un’omotopia
s = (sn : Cn −→ C ′n+1)n∈Z è una mappa graduata di grado +1.

Proposizione A.1.1. Se M f−→ N
g−→ P sono mappe graduate di gradi

rispettivamente a e b, allora la composizione g ◦ f è una mappa graduata di
grado a+ b.

È possibile estendere la nozione di esattezza anche alla categoria dei mo-
duli graduati. A tal fine, se M ′ = (M ′

p)p∈Z e M = (Mp)p∈Z sono moduli
graduati, allora diremo che M ′ è un sottomodulo di M se M ′

p ⊆Mp per ogni
p, cioè se le inclusioni sono mappe graduate di grado 0. Se M ′ ⊆M , allora è
definito il quoziente M/M ′ = (Mp/M

′
p)p∈Z e la mappa naturale M →M/M ′

è graduata di grado 0. Se f : M −→ N è una mappa graduata di grado a,
allora c’è un’inclusione ker f = (ker fp) −→ (Mp). D’altro canto vogliamo
anche che sia Im f ⊆ N , cosicché si abbia (Im f)p ⊆ Np per ogni p. Perciò
dobbiamo definire

Im f = (Im fp−a)p∈Z ⊆ (Np)p∈Z.

Naturalmente l’esattezza di A f−→ B
g−→ C significa che Im f = ker g, ovvero

Im fp−a = ker gp per ogni p ∈ Z.
Data una successione esatta corta 0 −→ C′ i−→ C π−→ C′′ −→ 0 di comples-
si, la successione esatta lunga dei moduli di omologia è talvolta chiamata un
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triangolo esatto:
H•(C′)

i∗ // H•(C)

π∗||
H•(C′′)

∂

cc

Se consideriamo ciascun vertice come un modulo graduato, allora le frecce
sono effettivamente mappe graduate: i∗ e π∗ hanno grado 0 e l’omomorfismo
di connessione ∂ ha grado -1. Più in generale, dato un triangolo esatto di
moduli graduati e mappe graduate,

A α // B

β��
C

γ

[[

con α, β e γ rispettivamente di gradi a, b e c, è possibile ricostruire la
successione esatta lunga dalla quale deriva. Scelto, infatti, un intero p, si ha:

−→ Bp−b−c
β−→ Cp−c

γ−→ Ap
α−→ Bp+a

β−→ Cp+a+b
γ−→ Ap+a+b+c −→

Definizione A.3. Un modulo bigraduato è una famiglia doppiamente indi-
ciata M = (Mp,q)(p,q)∈Z×Z di R-moduli.

E così come ci si può raffigurare un modulo graduato pensando all’asse
x con un modulo in corrispondenza di ogni intero, allo stesso modo si può
immaginare un modulo bigraduato come il piano xy con un modulo in ogni
punto (p, q) ∈ Z× Z.

Definizione A.4. Se M e N sono due moduli graduati e (a, b) ∈ Z × Z
una coppia di interi, una mappa graduata di bigrado (a, b) è una famiglia di
omomorfismi f = (fp,q : Mp,q −→ Np+a,q+b)(p,q)∈Z×Z.

Come per i moduli graduati, i bigradi si sommano nella composizione di
mappe bigraduate: se f : M −→ N e g : N −→ P sono mappe bigraduate
di bigradi, rispettivamente, (a, b) e (a′, b′), allora g ◦ f : M −→ P ha bigrado
(a + a′, b + b′). Inoltre anche i moduli bigraduati (su un anello fissato) e le
mappe bigraduate formano una categoria, e analoghe definizioni valgono per
sottomoduli, quozienti ed esattezza di successioni.
Munendo un modulo bigraduato di differenziali, si ottiene un bicomplesso.
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Definizione A.5. Un bicomplesso (o complesso doppio) è una terna ordinata
(M,d′, d′′), doveM = (Mp,q) è un modulo bigraduato, d′, d′′ : M −→M sono
differenziali di bigradi rispettivamente (−1, 0) e (0,−1) (tali che d′ ◦ d′ = 0 e
d′′ ◦ d′′ = 0), e

d′p,q−1 ◦ d′′p,q + d′′p−1,q ◦ d′p,q = 0. (A.1)

Come ogni modulo bigraduato, un bicomplesso M può essere rappresen-
tato come una famiglia di moduli nel piano pq con Mp,q nel punto (p, q).
Per ogni p, q, il differenziale d′p,q : Mp,q −→ Mp−1,q punta a sinistra ed il
differenziale d′′p,q : Mp,q −→ Mp,q−1 punta in basso. Così le righe M∗,q e le
colonne Mp,∗ sono complessi e l’equazione (A.1) dice che ogni quadrato del
diagramma è anticommutativo.
Prima di fare qualche esempio di bicomplessi, conviene dare la seguente

Definizione A.6. Se M è un bicomplesso, allora il suo complesso totale,
denotato con Tot(M), è il complesso con termine n-esimo

Tot(M)n =
⊕

p+q=n
Mp,q

e differenziali Dn : Tot(M)n −→ Tot(M)n−1 dati da

Dn :
∑

p+q=n
(d′p,q + d′′p,q)

Usando l’equazione (A.1) non è difficile mostrare che

Lemma A.1.2. Se M è un bicomplesso, allora (Tot(M), D) è un complesso.

A.1.2 Filtrazioni e coppie esatte
Un metodo per analizzare un gruppo G consiste nell’usare una sua serie

normale, ovvero una successione di sottogruppi (Gi) tale che

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gn = {1}

dove ogniGi+1EGi. I quozientiGi/Gi+1, com’è noto, in generale non determi-
nano il gruppo G: se V = 〈a〉⊕〈b〉 è il gruppo di Klein, allora V ⊇ 〈a〉 ⊇ {0}
è una serie normale con fattori V/〈a〉 ' C2 e 〈a〉 ' C2; d’altro canto gli stessi
gruppi sono i quozienti che compaiono nella serie C4 = 〈x〉 ⊇ 〈2x〉 ⊇ {0}
Generalizziamo questa nozione per moduli su un anello.
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Definizione A.7. Una filtrazione di un modulo è una famiglia (Mp)p∈Z di
sottomoduli di M tali che

· · · ⊆Mp−1 ⊆Mp ⊆Mp+1 ⊆ · · ·

Imoduli quoziente di questa filtrazione formano il modulo graduato (Mp/Mp−1)p∈Z.

Naturalmente è possibile definire filtrazioni di oggetti in ogni categoria
abeliana, ed in particolare una filtrazione di un complesso C è una famiglia
di sottocomplessi (F pC)p∈Z con

· · · ⊆ F p−1C ⊆ F pC ⊆ F p+1C ⊆ · · ·

cioè è un diagramma commutativo tale che, per ogni n, l’n-esima colonna sia
una filtrazione di Cn.

Osservazione 8. Le filtrazioni possono anche essere discendenti ed avere solo
un numero finito di termini (se M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn, definiamo Mi = M0
per ogni i ≤ 0 e Mj = Mn per ogni j ≥ n); inoltre gli eventuali "estremi" di
una filtrazione di M non è detto coincidano con {0} o M .

Il complesso totale di un bicomplesso ha due importanti filtrazioni, che
descriviamo qui di seguito.

Definizione A.8. La prima filtrazione di Tot(M) è data da

(IF p Tot(M))n =
⊕
i≤p

Mi,n−i = · · · ⊕Mp−2,q+2 ⊕Mp−1,q+1 ⊕Mp,q

Definizione A.9. La seconda filtrazione di Tot(M) è data da

(IIF p Tot(M))n =
⊕
j≤p

Mn−j,j = · · · ⊕Mq−1,p−2 ⊕Mq+1,p−1 ⊕Mq,p

Ci sono diversi modi di introdurre le successioni spettrali e forse uno dei
più semplici fa uso delle coppie esatte.

Definizione A.10. Una coppia esatta è una 5-upla (D,E, α, β, γ), dove D
ed E sono moduli bigraduati, α,β,γ sono mappe bigraduate e c’è esattezza
in ogni vertice del triangolo seguente, ovvero kerα = Im γ, ker β = Imα e
ker γ = Im β.

D
α // D

β��
E

γ

[[
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Non è difficile dimostrare la seguente

Proposizione A.1.3. Ogni filtrazione (F pC)p∈Z di un complesso C deter-
mina una coppia esatta

D
α // D

β��
E

γ

[[

le cui mappe bigraduate α, β e γ hanno rispettivamente bigradi (1,−1), (0, 0), (−1, 0).

Ogni coppia esatta determina, poi, un’altra coppia esatta; ma introdu-
ciamo innanzitutto la nozione di modulo bigraduato differenziale

Definizione A.11. Unmodulo bigraduato differenziale è una coppia ordinata
(M,d), dove M è un modulo bigraduato e d : M −→ M è una mappa
bigraduata tale che d ◦ d = 0.
Se (M,d) è un modulo bigraduato differenziale, dove d ha bigrado (a, b),
allora la sua omologia H(M,d) è il modulo bigraduato il cui termine p, q è

H(M,d)p,q = ker dp,q
Im dp−a,q−b

Un bicomplesso (M,d′, d′′) dà luogo a due moduli bigraduati differenziali,
ovvero (M,d′) e (M,d′′).
È di routine la dimostrazione della prossima

Proposizione A.1.4. Se (D,E, α, β, γ) è una coppia esatta, allora d1 =
β ◦γ : E −→ E è un differenziale e c’è una coppia esatta (D2, E2, α2, β2, γ2),
detta la coppia derivata, con E2 = H(E, d1).

D2 α2
// D2

β2��
E2

γ2

\\

Osservazione 9. È inoltre facile controllare che se le mappe α, β, γ hanno
rispettivamente bigradi (a, a′), (b, b′), (c, c′), allora i bigradi di α2, β2, γ2 sono
(a, a′), (b− a, b′ − a′), (c, c′), quindi è solo il bigrado di β a cambiare.
Definendo, poi, induttivamente la coppia derivata r-esima (Dr, Er, αr, βr, γr),
non è difficile mostrare il seguente
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Corollario A.1.5. Sia (D,E, α, β, γ) la coppia esatta che ha origine da una
filtrazione (F p) di un complesso C.

D
(1,−1)
α

// D

(0,0)
β

��
E

(−1,0)
γ

[[ Dr (1,−1)
αr

// Dr

(1−r,r−1)
βr

��
Er

(−1,0)
γr

]]

Allora i costituenti l’r-esima coppia derivata hanno le seguenti proprietà:

• le mappe bigraduate αr, βr, γr hanno bigradi (1,−1), (1−r, r−1), (−1, 0);

• il differenziale dr ha bigrado (−r, r − 1) ed è indotto da β ◦ α−r+1 ◦ γ;

• Er+1
p,q = ker drp,q/Im drp+r,q−r+1;

• Dr
p,q = Im (αp−1,q+1)(αp−2,q+2) · · · (αp−r+1,q+r−1);

Definizione A.12. Una successione spettrale è una successione (Er, dr)r≥1
di moduli graduati differenziali tali che Er+1 = H(Er, dr) per ogni r.

Se una coppia esatta (D,E, α, β, γ) viene rinominata come (D1, E1, α1, β1, γ1),
allora ogni coppia esatta dà luogo ad una successione spettrale, e poiché una
filtrazione produce una coppia esatta, si ha il seguente

Teorema A.1.6. Ogni filtrazione di un complesso dà luogo ad una succes-
sione spettrale.

A.1.3 Convergenza
Prima di definire la nozione di convergenza di una successione spettrale,

un breve interludio di carattere elementare, che può essere esteso a moduli
graduati o bigraduati

Definizione A.13. Se M è un modulo, allora un sottoquoziente di M è un
modulo della forma M ′/M ′′, dove M ′′ ⊆M ′ ⊆M .

Esempio A.1.3. • SeM ha una filtrazione (F pM), allora ogni quoziente
F pM/F p−1M è un sottoquoziente di M .

• L’n-esima omologia Hn(C) di un complesso C = (Cn) è un sottoquo-
ziente di Cn.
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• Ciascuna delle seguenti proprietà di un gruppo abeliano E è ereditata
da tutti i suoi sottoquozienti: E = {0}, E è finito, E è finitamente
generato, E è di torsione, E è ciclico.

Dal momento che una filtrazione di un complesso C dà luogo ad una suc-
cessione spettrale, è naturale chiedersi quale sia il legame fra i termini Er

della successione spettrale (che dopotutto sono moduli di omologia) e l’omo-
logia di H•(C) e come si possa calcolare quest’ultima sfruttando tale legame.
Se (Er, dr) è una successione spettrale, allora E2 = H•(E1, d1) è un sotto-
quoziente di E1, perciò E2 = Z2/B2 = cicli/bordi, dove

B2 ⊆ Z2 ⊆ E1

Per il Teorema di corrispondenza, ogni sottomodulo di E2 è uguale a S/B2

per qualche (unico) sottomodulo S contenente B2. In particolare B3/B2 ⊆
Z3/B2 ⊆ Z2/B2 = E2, cosicché

B2 ⊆ B3 ⊆ Z3 ⊆ Z2 ⊆ E1

Più in generale, per ogni r, si ha una catena

B2 ⊆ · · · ⊆ Br ⊆ Zr ⊆ · · · ⊆ Z2 ⊆ E1

Definizione A.14. Data una successione spettrale (Er, dr), definiamo Z∞ =⋂
r Z

r e B∞ = ⋃
r B

r (l’unione di una catena scendente di sottomoduli è un
sottomodulo). Allora B∞ ⊆ Z∞ e il termine limite della successione spettrale
è il modulo bigraduato E∞ definito da

E∞p,q = Z∞p,q/B
∞
p,q

Lemma A.1.7. Sia (Er, dr) una successione spettrale.

• Er+1 = Er se e solo se Zr+1 = Zr e Br+1 = Br.

• Se Er+1 = Er per ogni r ≥ s, allora Es = E∞.

Data una filtrazione (F p) di un complesso C con inclusioni ip : F p −→ C,
se ip∗ : H∗(F p) −→ H∗(C) sono le mappe indotte in omologia, dal fatto che
F p ⊆ F p+1 segue che Imip∗ ⊆ Im ip+1

∗ e quindi (Im ip∗) è una filtrazione di
H•(C).
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Definizione A.15. Se (F pC)p∈Z è una filtrazione di un complesso C e se
ip : F p −→ C sono le inclusioni, definiamo

ΦpHn(C) = Im ip∗

e chiamiamo (ΦpHn(C)) la filtrazione indotta di Hn(C).

Per ottenere risultati interessanti, solitamente è necessario richiedere qual-
che restrizione sulla filtrazione di un complesso, ed una condizione che spesso
è verificata è la seguente.

Definizione A.16. Una filtrazione (F pM) di un modulo graduato M =
(Mn) è limitata se, per ogni n, esistono degli interi s = s(n) e t = t(n) tali
che

F sMn = {0} e F tMn = Mn

Se (F p) è una filtrazione limitata di un complesso C, allora chiaramente
la filtrazione indotta sull’omologia è pure limitata, e con gli stessi limiti: se
F s = {0} e F t = C, allora ΦsHn = {0} e ΦtHn = Hn e così si ha una catena
finita

{0} = ΦsHn ⊆ Φs+1Hn ⊆ · · · ⊆ ΦtHn = Hn

Naturalmente, ΦiHn = {0} per ogni i ≤ s e ΦjHn = Hn per ogni j ≥ t.

Definizione A.17. Una successione spettrale (Er, dr)r≥1 converge ad un
modulo graduato H, e si scrive

E2
p,q ⇒p Hn

se esiste qualche filtrazione limitata (ΦpHn) di H con

E∞p,q ' ΦpHn/Φp−1Hn

per ogni n = p+ q.

Concludiamo il paragrafo con il seguente

Teorema A.1.8. Sia (F pC)p una filtrazione limitata di un complesso C, e
sia (Er, dr)r≥1 la successione spettrale associata. Allora

• per ogni p, q si ha che E∞p,q = Er
p,q per r grande (dipendente da p e q)

• E2
p,q ⇒p Hn(C)
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A.2 Categorie derivate
In questa sezione richiameremo alcune nozioni fondamentali di algebra

omologica, necessarie per il seguito, facendo riferimento sempre ad una ca-
tegoria abeliana A generica, che però nel nostro caso sarà quella degli OX-
moduli di uno schema X.

A.2.1 Definizioni di base
Un complesso di catene (M•, d•) in A è una successione di oggetti e

morfismi,
· · · di+2−→Mi+1

di+1−→Mi
di−→Mi−1

di−1−→ · · ·

tale che di ◦ di+1 = 0 per ogni i. Si possono usare anche indici ascendenti
(che sono tradizionalmente scritti come apici),

· · · d
i−2
−→M i−1 di−1

−→M i di−→M i+1 di+1
−→ · · ·

ed imponendo di ◦ di−1 = 0, senza alcun cambiamento nella matematica,
tranne che per la nomenclatura. Questo è un complesso di cocatene (M•, d•)
(o M• per brevità) e i morfismi di sono i differenziali del complesso. Lavo-
rare "omologicamente" o "coomologicamente" è essenzialmente una questione
estetica, finché non venga dettata dal contesto specifico di un’applicazione e
qui noi sceglieremo la coomologia.
La condizione di ◦ di−1 = 0 è equivalente a Im di−1 ⊆ ker di−1, il complesso è
esatto in M i se Im di−1 = ker di e si dice esatto se lo è ovunque. L’i-esima
coomologia di un complesso (M•, d•) misura la sua "deviazione dall’esattezza"
in M i:

H i(M•) = ZiM•

BiM• = ker di
Im di−1

Definizione A.18. (Preliminare) Una risoluzione di un oggetto A è un
complesso la cui coomologia è concentrata al grado 0 ed è isomorfa ad A.

Per essere più precisi, il dato di una risoluzione di A dovrebbe includere
uno specifico isomorfismo tra la coomologia del complesso e A, il quale do-
vrebbe essere indotto da un morfismo dal complesso dato al complesso ι(A),
più avanti descritto. La nozione di quasi-isomorfismo fornirà il contesto cor-
retto in cui parlare di risoluzioni.
È poi comune assumere che le risoluzioniM• siano "limitate" superiormente o
inferiormente, ovvero,M i = 0 per i > 0 o i < 0. Le risoluzioni diventano utili
se gli oggetti M i sono in un certo senso "speciali", per esempio nel contesto
di moduli su un anello, si potrebbe richiedere che gli oggetti M i siano liberi,
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piatti, proiettivi, ecc., così da avere risoluzioni libere, piatte, proiettive, ecc.
Ci sono molti contesti in cui la seguente strategia produce interessanti inva-
rianti:

oggetti matematici

��

complesso di (co)catene associato

��

(co)omologia del complesso

(A.2)

Tanto Ext quanto Tor ne sono esempi, ma la Topologia Algebrica è fonte di
tanti altri esempi e di fatto storicamente è stata la principale motivazione di
sviluppo dell’Algebra Omologica. Poi negli anni Cinquanta del secolo scorso
si è capito che questo approccio sarebbe stato di grande utilità anche in
altri campi, primo fra tutti la Geometria Algebrica attraverso il lavoro di
Grothendieck ed altri.

A.2.2 La categoria dei complessi
Cominciamo formando una nuova categoria C(A) a partire dai complessi

di cocatene in A:

• Obj(C(A))={complessi di cocatene in A}

• se M• = (M•, d•M•) e N• = (N•, d•N•) sono due complessi di cocatene,
HomC(A)(M•, N•) consiste nel seguente diagramma commutativo

· · · //M i−1

αi−1
��

di−1
M• //M i

αi
��

di
M• //M i+1

αi+1
��

// · · ·

· · · // N i−1 di−1
N• // N i

di
N• // N i+1 // · · ·

in A, e denoteremo con α• il morfismo determinato dalla collezione
degli αi.

Non è difficile verificare la validità del seguente

Lemma A.2.1. C(A) è una categoria abeliana.

Sostanzialmente si tratta di osservare che i morfismi fra due complessi
formano un gruppo abeliano, prodotti e coprodotti finiti esistono in C(A)
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perché esistono in A e lo stesso vale per nuclei e conuclei, la cui esistenza
segue anche dalla commutatività di ciascun quadrato nel diagramma prece-
dente.
La nuova categoria C(A) è il punto di partenza naturale per studiare risoluzio-
ni di oggetti in A e rende possibile parlare di successioni esatte di complessi,
decomposizioni canoniche di morfismi di complessi, nonché di alcuni funtori
ed operazioni.
Per esempio, per ogni intero r si ha un funtore pienamente fedele ed esatto

ιr : A −→ C(A)

che assegna ad ogni oggetto A di A il complesso

· · · −→ 0 −→ 0 −→ A −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

che ha A nel grado r e 0 in tutti gli altri. In tal caso si dice che il complesso
è concentrato nel grado r e spesso si è soliti identificare un oggetto A con la
sua "immagine" in C(A) attraverso ι = ι0.
Ci sono anche funtori "spostamento"

C(A) −→ C(A), M• 7−→M [r]•

definiti ponendo M [r]i = M i+r e diM [r]• = (−1)rdi+rM• .
Altre operazioni comuni sui complessi sono i "troncamenti". Se n ∈ Z, il
troncamento naïf M•

≤n (risp. M•
≥n) di un complessoM• è il quoziente (risp. il

sottocomplesso) diM• ottenuto sostituendo tutti i termini di grado≥ n (risp.
≤ n) con 0. Il troncamento canonico τ≤nM• (risp. τ≥nM•) è il sottocomplesso
(risp. quoziente) di M• con componenti M i per i < n, ZiM• per i = n e
0 per i > n (risp. M i per i > n, M i/BiM• per i = n e 0 per i < n).
L’inclusione τ≤nM• ↪→ M• induce un isomorfismo su H i(M•) per i ≤ n,
mentre la proiezione M• � τ≥nM

• induce un isomorfismo su H i(M•) per
i ≥ n.
Per concludere, ricordiamo il seguente

Lemma A.2.2. Per ogni intero i, l’assegnamento

H i : M• 7−→ H i(M•)

definisce un funtore covariante additivo C(A) −→ A

È possibile anche considerare la coomologia come funtore C(A) −→ C(A),
ottenendo il complesso H•(M•) che ha nel grado i l’oggetto H i(M•).
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A.2.3 Triangoli
Data una successione esatta corta di complessi,

0 // L• //M• // N• // 0 (A.3)

facendo uso del noto lemma del serpente, è possibile costruire una successione
esatta lunga in coomologia:

· · · // H i−1(N•) δi−1
// H i(L•) // H i(M•) // H i(N•) δi // H i+1(L•) // · · ·

dove δi : H i(N•) −→ H i+1(L•) è il morfismo di connessione opportunamente
definito. Questo teorema fondamentale può essere riformulato in una maniera
"esteticamente" diversa, che offre tuttavia un punto di vista utile. Il fatto
sorprendente nella successione esatta lunga è proprio la possibilità di collegare
N• con L• in un modo interessante, dopo averne preso la coomologia ed aver
effettuato uno spostamento nel grado. È possibile, però, anche connettere
N• e L• in modo meno interessante attraverso il morfismo nullo:

N•
0 // L•

cosicché l’esattezza della successione (2.9) risulta equivalente all’esattezza al
centro delle tre successioni seguenti:

N• 0 // L• // L•

L• //M• // N•

M• // N•
0 // L•

Un modo visivamente efficace di rappresentare questa situazione è il seguente
triangolo:

M• // N•

+1��
L•

]] (A.4)

esatto nei suoi tre vertici: questo è un triangolo esatto in C(A), in cui la
freccia indicata con +1 è semplicemente il morfismo nullo da N• a L[1]• e da
cui si ottiene un secondo triangolo esatto in coomologia:

H•(M•) // H•(N•)

+1{{
H•(L•)

cc
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in cui, però, il "morfismo di connessione" non è più, in generale, il morfismo
nullo.

A.2.4 Coni mappanti ed omotopie
Se α• : L• −→ M• è un morfismo di complessi di cocatene, è naturale

cercare di descrivere il morfismo indotto in coomologia

H•(α•) : H•(L•) −→ H•(M•)

e benché H• non sia un funtore esatto, la successione esatta lunga in coo-
mologia può essere usata per compensare questa mancanza di esattezza, at-
traverso la costruzione del cono mappante MC(α)• di α•, che costituisce il
terzo vertice del triangolo

MC(α)• // L[1]•

+1��
M•

bb

in cui il morfismo che incrementa il grado è il morfismo nullo, come in (2.10).
Ma passando alla coomologia

H•(MC(α)•) // H•(L[1]•)

+1zz
H•(M•)

ff

otterremo morfismi

H i+1(L•) = H i(L[1]•) −→ H i+1(M•)

che altro non sono se non i morfismi indotti in coomologia da α•.

Definizione A.19. Sia α• : L• −→ M• è un morfismo di complessi di
cocatene. Il cono mappante MC(α)• di α• è definito nel modo seguente:

• MC(α)i = L[1]i ⊕M i = Li+1 ⊕M i

• diMC(α)• : MC(α)i →MC(α)i+1, (l,m) 7→ (−di+1
L• (l), αi+1(l)+diM•(m))

Gli oggetti, quindi, sono semplicemente somme dirette di oggetti di L• e
di M•, quanto ai morfismi, che non sono quelli "ovvi", la prima componente
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è il differenziale di L[1]•, mentre la seconda mescola il differenziale diM• con
α•. Si verifica facilmente che MC(α)• è davvero un complesso di cocatene,
che può essere raffigurato nel seguente modo:

· · · //

""

Li+1

⊕

−di+1
L• //

αi+1

##

Li+2

⊕

// · · ·

· · · //M i

di
M•

//M i+1 // · · ·

Ci sono evidenti morfismi di complessiM• −→MC(α)• eMC(α)• −→ L[1]•,
indotti dai morfismi naturali M i −→ Li+1 ⊕ M i −→ Li+1. E siccome le
successioni

0 //M i // L[1]i ⊕M i // L[1]i // 0
sono tutte esatte, la successione di complessi

0 //M• //MC(α)• // L[1]• // 0

Proposizione A.2.3. Esiste un triangolo esatto

H•(MC(α)•) // H•(L[1]•)

+1
δ

zz
H•(M•)

ff

dove il morfismo di connessione δ è quello indotto da α• in coomologia.

Corollario A.2.4. Se α• : L• −→ M• è un morfismo di complessi di coca-
tene, allora il morfismo indotto H•(L•) −→ H•(M•) è un isomorfismo se e
solo se il cono mappante MC(α)• è un complesso esatto.

A.2.5 Quasi-isomorfismi e categorie derivate
Definizione A.20. Un morfismo α• di complessi di cocatene viene detto un
quasi-isomorfismo se induce un isomorfismo in coomologia.

Osservazione 10. Per il Corollario ... questo è equivalente all’esattezza del
cono mappante di α•.

Esempio A.2.1. Il dato di una risoluzione M• di un oggetto A di una
categoria abeliana, con la condizione che M i = 0 per i > 0 equivale al dato
di un quasi-isomorfismo

M• −→ ι(A)
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dove ι colloca A in grado zero e 0 in tutti gli altri gradi:

· · · //M−2

��

d−2
M• //M−1

��

d−1
M• //M0

��

d0
M• // 0

��

// · · ·

· · · // 0 // 0 // A // 0 // · · ·

dove l’unica mappa verticale non banale è il conucleo di d−1
M• .

Sarebbe bello se i quasi-isomorfismi fossero veri isomorfismi, ovvero in-
vertibili, ma in generale non è così, come mostra il seguente
Esempio A.2.2. Nella categoria dei gruppi abeliani il morfismo di complessi,

· · · // 0

��

// Z

��

·2 // Z
π
��

// 0

��

// · · ·

· · · // 0 // 0 // Z
2Z

// 0 // · · ·

dove π è la proiezione naturale, è un quasi-isomorfismo, ma non ha un inverso
poiché non ci sono omomorfismi non banali Z

2Z → Z.
Questo esempio mostra che il "quasi-isomorfismo" non è neppure una re-

lazione d’equivalenza (non è simmetrica) ma per i nostri scopi ciò non è im-
portante. Anche nel contesto degli insiemi, infatti, considerare il quoziente
rispetto ad una relazione d’equivalenza non è l’oggetto d’interesse "prima-
rio": l’insieme quoziente è semplicemente la soluzione al problema universale
di studiare funzioni fra insiemi aventi un comportamento identico su elementi
"equivalenti". Analogamente, l’obiettivo primario nel presente contesto non
è tanto quello di identificare tutti i complessi legati da un quasi-isomorfismo,
bensì quello di trasportare informazioni avanti e indietro tra complessi. E il
modo più naturale di realizzare questo scopo è studiare quegli ambienti in
cui i quasi-isomorfismi ammettono inversi. Più precisamente consiste nello
studiare funtori additivi

F : C(A) −→ D

tali che F(ρ•) è un isomorfismo per ogni quasi-isomorfismo ρ•. L’idea consiste
nel definire (se possibile) una categoria D(A), dotata di un funtore additi-
vo C(A) −→ D(A) in modo tale che i quasi-isomorfismi in C(A) vengano
mappati in isomorfismi in D(A) e attraverso cui ogni funtore F come sopra
fattorizzi in modo unico:

C(A)

��

F // D

D(A)
∃!

==
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Una tale categoria D(A), detta la categoria derivata di A risponde alla do-
manda di "che cosa" in un complesso determini davvero la sua coomologia.
La costruzione di D(A) consiste nel considerare gli stessi oggetti di C(A) e
di invertire formalmente i quasi-isomorfismi; tale categoria ha la sfortunata
reputazione di essere una nozione oltremodo astratta e ci sono domande fon-
damentali se sia effettivamente l’approccio migliore ad uno studio astratto
della coomologia. Ciò è in parte dovuto al fatto che la categoria derivata di
una categoria abeliana non è abeliana e semplici nozioni come quelle di nu-
cleo, conucleo o successioni esatte non sono disponibili non sono disponibili in
D(A), rendendo così più complicata la teoria. D’altro canto, andando oltre
queste difficoltà, si scopre che resta tuttavia abbastanza struttura per fare
algebra omologica: gli oggetti in D(A) hanno coomologia e ci sono trian-
goli che generalizzano successioni esatte e danno successioni esatte lunghe
in coomologia. La categoria derivata è una categoria triangolata, come la
più trattabile categoria omotopica K(A), che definiremo a breve. Per ave-
re un’idea di quanto controintuitiva D(A) possa essere, basti pensare che il
morfismo nullo 0 : M• −→ M• può ben essere un quasi-isomorfismo, e ciò
avviene precisamente quando M• è esatto. Quindi nella categoria derivata
il morfismo nullo su un complesso che coinvolge oggetti non nulli può essere
invertibile!

A.2.6 Omotopia
Stiamo cercando costruzioni che determinino complessi di cocatene "a

meno di quasi-isomorfismi", che tuttavia appaiono difficili da trattare diret-
tamente. Ecco perché partiamo da una nozione più maneggevole, che ha le
sue origini in topologia.

Definizione A.21. Una omotopia h fra due morfismi di complessi di coca-
tene

α•, β• : L• −→M•

è una collezione di morfismi

hi : Li −→M i−1

tali che, per ogni i, valga

βi − αi = di−1
M• ◦ hi + hi+1 ◦ diL•

Si dice che α• è omotopo a β• e si scrive α• ∼ β• se esiste un’omotopia tra
α• e β•.
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Il seguente diagramma, che aiuta a visualizzare la definizione precedente,
non è assunto commutativo.

Definizione A.22. Si dice che un morfismo α• : L• −→ M• è una equiva-
lenza omotopica se esiste un morfismo β• : M• −→ L• tale che α• ◦β• ∼ 1M•
e β• ◦ α• ∼ 1L• . I complessi L• e M• si dicono omotopicamente equivalenti
se esiste un’equivalenza omotopica L• −→M•.

Proposizione A.2.5. Se α•, β• : L• −→ M• sono morfismi di comples-
si omotopi, allora inducono gli stessi morfismi in coomologia H(L•) −→
H(M•).

Corollario A.2.6. Complessi omotopicamente equivalenti hanno coomologia
isomorfa.

Definizione A.23. Sia A una categoria abeliana. La categoria omotopica
K(A) di complessi di cocatene in A è la categoria i cui oggetti sono complessi
di cocatene in A e i cui morfismi sono

HomK(A)(L•,M•) := HomC(A)(L•,M•)/ ∼

dove ∼ è la relazione di omotopia.

Si verifica che tale categoria è additiva ma, in generale, non abeliana. La
principale motivazione per l’introduzione della categoria omotopica è che le
equivalenze omotopiche diventano isomorfismi in K(A) e più precisamente
c’è un funtore

C(A) −→ K(A)

che manda ogni oggetto in se stesso ed ogni morfismo nella sua classe di
omotopia. Così le equivalenze omotopiche in C(A) diventano isomorfismi in
K(A) perché la relazione α• ◦ β• ∼ id in C(A) diviene α• ◦ β• = id in K(A).
Concludiamo la sezione con una proposizione che riassume la proprietà uni-
versale della categoria derivata.

Proposizione A.2.7. Sia F : C(A) −→ D un funtore additivo tale che F(ρ•)
sia un isomorfismo in D per ogni quasi-isomorfismo ρ•) in C(A). Allora F

fattorizza in modo unico attraverso K(A):

C(A)

��

F // D

K(A)
∃!

==
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A.3 Schemi
Proprio come le varietà topologiche o differenziabili si ottengono incol-

lando insieme dischi aperti di uno spazio euclideo, così agli schemi si giunge
a partire da insiemi aperti detti schemi affini, che sono oggetti geometrici
costruiti a partire da un anello commutativo, seguendo e generalizzando la
relazione esistente fra una varietà affine ed il suo anello delle coordinate,
ovvero la fondamentale corrispondenza biunivoca della geometria algebrica
classica

{
varietà affini

}
←→

{
algebre ridotte e finitamente generate
su un campo algebricamente chiuso

}

A sinistra si trovano gli oggetti geometrici di interesse, cioè luoghi di zeri di
polinomi, mentre a destra gli oggetti algebrici ad essi associati. La teoria
degli schemi nasce adottando il punto di vista opposto: se non accettiamo
alcuna restrizione sulla categoria degli anelli e richiediamo che gli oggetti
algebrici siano semplicemente anelli commutativi, quale sarà la controparte
geometrica? La risposta è data dagli schemi affini e vedremo brevemente
come estendere la precedente corrispondenza al diagramma{

schemi affini
}
←→

{
anelli commutativi unitari

}
Riprendendo l’esempio di una varietà differenziabileM , pensata come spazio
topologico con un atlante di carte coordinate, è chiaro che definire una strut-
tura di varietà su M equivale a specificare quali funzioni continue su ogni
aperto di M sono differenziabili, e la proprietà di differenziabilità è locale,
quindi le funzioni differenziabili formano un sottofascio C∞(M) del fascio
C(M) delle funzioni continue su M . Perciò potremmo dare una definizio-
ne alternativa di varietà differenziabile: è uno spazio topologico M con un
sottofascio C∞(M) ⊆ C(M) tale che la coppia (M,C∞(M)) sia localmente
isomorfa ad un sottoinsieme aperto di Rn col suo fascio di funzioni differen-
ziabili. Per definire gli schemi si può usare un approccio analogo: uno schema
sarà uno spazio topologico X con un fascio O, localmente isomorfo ad uno
schema affine, cioè allo spettro di qualche anello.

A.3.1 Lo spettro di un anello
Se A è un anello, che supporremo sempre commutativo e dotato di unità,

SpecA denota l’insieme dei suoi ideali primi e viene detto lo spettro (primo)
di A. Per gli scopi della geometria i suoi elementi vengono pensati come punti
e si scriverà, ad esempio, x ∈ SpecA; quando invece si vorrà sottolineare il
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fatto che sono effettivamente ideali, si utilizzerà anche la notazione px.
Per ogni x ∈ SpecA, la localizzazione Ax = Apx è un anello locale con ideale
massimale mx = pxAx ed è chiamato l’anello locale di A in x. Inoltre il
campo delle frazioni k(x) = Q(A/px), che coincide con Ax/mx, viene detto
il campo residuo di A in x ed è legato ad A attraverso le mappe canoniche
A→ A/px ↪→ k(x).
Gli elementi di A possono essere interpretati come funzioni sullo spettro di A:
se f ∈ A e x ∈ SpecA basta definire f(x) come la classe di f in A/px ⊆ k(x).
Quindi ogni f ∈ A determina una mappa

SpecA −→
∐

x∈SpecA
A/px ⊆

∐
x∈SpecA

k(x)

dove f(x) = 0, per qualche x ∈ SpecA, è equivalente a f ∈ px e analogamente
f(x) 6= 0 significa f /∈ px.
Sia ora E un sottoinsieme di A e a = (E) ⊆ A l’ideale generato da E in A.
Allora

rad(E) = rad(a) = {f ∈ A |fn ∈ a per qualche n ∈ N}

è detto il radicale di a o di E. Inoltre

V (E) = {x ∈ SpecA |f(x) = 0 per ogni f ∈ E} = {x ∈ SpecA |E ⊆ px}

è il luogo degli zeri di E, o la varietà di E, il che spiega l’uso della lettera V .
In particolare, se f ∈ A

V (f) = {x ∈ SpecA |f(x) = 0}

e
D(f) = SpecAr V (f) = {x ∈ SpecA |f(x) 6= 0}

sono rispettivamente il luogo degli zeri di f ed il suo complementare in SpecA,
che è noto anche col nome di dominio di f , da cui la lettera D.

Proposizione A.3.1. Siano E,E ′ ⊆ A e (Eλ)λ∈Λ una famiglia di sottoin-
siemi di A. Allora:

(i) V (0) = SpecA, V (1) = ∅.

(ii) E ⊆ E ′ =⇒ V (E) ⊇ V (E ′).

(iii) V (∪λ∈ΛEλ) = V (∑λ∈Λ(Eλ)) = ∩λ∈ΛV (Eλ).

(iv) V (EE ′) = V (E) ∪ V (E ′), dove EE ′ = {ff ′ |f ∈ E, f ′ ∈ E ′}.
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(v) V (E) = V (rad(E)).

Dalla proposizione precedente segue il fondamentale

Corollario A.3.2. Sia A un anello e X = SpecA il suo spettro. Esiste
un’unica topologia su X, detta topologia di Zariski, i cui insiemi chiusi sono
esattamente i sottoinsiemi del tipo V (E) ⊆ X, con E ⊆ A.
Inoltre:

(i) I sottoinsiemi della forma D(f), con f ∈ A, sono aperti e soddisfano la
relazione D(f) ∩D(f ′) = D(ff ′), con f, f ′ ∈ A

(ii) Ogni sottoinsieme aperto di X è unione di insiemi del tipo D(f) ed in
particolare questi formano una base della topologia di Zariski su X,
ragion per cui vengono detti aperti principali di X.

Esempio A.3.1. (i) L’anello A = {0} non contiene alcun ideale primo e
perciò il suo spettro è vuoto.

(ii) Se A è un dominio d’integrità, ad esempio A = Z o A = K [t], dove K è
un campo e t una variabile, allora X = SpecA è costituito dall’ideale
nullo (0) e da tutti gli ideali principali (p) generati da elementi primi
p ∈ A.

Vogliamo introdurre ora un’altra costruzione che, in un certo senso, è
un’inversa della mappa V (·). A tal fine associamo ad un sottoinsieme Y ⊆ X
l’ideale

I(Y ) = {f ∈ A|f(y) = 0 per ogni y ∈ Y } =
⋂
y∈Y

py

di tutte le funzioni in A che si annullano su Y .

Osservazione 11. Sia A un anello.

(i) Se Y ⊆ Y ′ ⊆ SpecA, allora I(Y ) ⊇ I(Y ′).

(ii) I(⋃λ∈Λ Yλ) = ⋂
λ∈Λ I(Yλ) per ogni famiglia (Yλ)λ∈Λ di sottoinsiemi di

SpecA.

Proposizione A.3.3. Sia A un anello.

(i) I(V (E)) = rad(E) per ogni E ⊆ A. In particolare, I(V (a)) = a per ogni
ideale radicale a.

(ii) Se Y ⊆ SpecA, allora V (I(Y )) coincide con la chiusura Y di Y ri-
spetto alla topologia di Zariski su SpecA. In particolare, si ha che
Y = V (I(Y )) per ogni chiuso Y ⊆ A.
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Corollario A.3.4. Sia A un anello e X = SpecA il suo spettro.

(i) Se x ∈ X, allora {x} = V (px); in altre parole, la chiusura di un punto
x ∈ X consiste di tutti i punti y ∈ X per cui px ⊆ py.

(ii) Un punto x ∈ X è chiuso in X se e soltanto se l’ideale px è massimale.

Corollario A.3.5. Se A è un anello e X = SpecA, allora le mappe

{
sottoinsiemi chiusi di X

}
I
//
{

ideali radicali a ⊆ A
}Voo

Y � // I(Y )

V (a) oo � a

sono biiezioni che invertono le inclusioni, una inversa dell’altra. Inoltre

I(
⋃
λ∈Λ

Yλ) =
⋂
λ∈Λ

I(Yλ)

e
I(
⋂
λ∈Λ

Yλ) = rad(
∑
λ∈Λ

I(Yλ))

per ogni famiglia (Yλ)λ∈Λ di sottoinsiemi di X, chiusi per la validità della
seconda equazione.

La topologia di Zariski sullo spettro di un anello non soddisfa quasi mai
l’assioma di separazione di Hausdorff, tuttavia non è difficile dimostrare che
vale la seguente

Proposizione A.3.6. Lo spettro SpecA con la topologia di Zariski è uno
spazio di Kolmogorov, cioè uno spazio topologico in cui vale il seguente as-
sioma di separazione:
Dati due punti distinti x, y ∈ X, esiste un intorno aperto U di x tale che
y /∈ U o un intorno aperto U ′ di y tale che x /∈ U ′.

Un’altra proprietà topologica posseduta dallo spettro di un anello è la
compattezza.

Proposizione A.3.7. Sia A un anello e X = SpecA. Allora per ogni g ∈ A,
il sottoinsieme D(g) ⊆ X è compatto. In particolare, X = D(1) è compatto.

Particolarmente importante è poi il prossimo risultato.
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Proposizione A.3.8. Sia A un anello, a ⊆ A un ideale e π : A → A/a la
suriezione canonica. Allora la mappa

aπ : SpecA/a→ SpecA, p 7−→ π−1(p)

induce un omeomorfismo di spazi topologici SpecA/a ∼−→ V (a), dove V (a) è
munito della topologia di sottospazio ereditata da quella di Zariski su SpecA.

Risulta, dunque, immediato riconoscere la validità del seguente

Corollario A.3.9. Per un anello A, il suo spettro e lo spettro della sua
riduzione A/rad(0) sono canonicamente omeomorfi.

Ricordando infine la nozione di spazio topologico irriducibile, non è diffi-
cile dimostrare la prossima

Proposizione A.3.10. Se A un anello e X = SpecA il suo spettro, le
seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) X è irriducibile come spazio topologico con la topologia di Zariski.

(ii) A/rad(0) è un dominio d’integrità.

(iii) rad(0) è un ideale primo.

Corollario A.3.11. Sia X = SpecA lo spettro di un anello A e Y ⊆ X
un sottoinsieme chiuso. Allora Y è irriducibile se e solo se I(Y ) è un ideale
primo di A.

Corollario A.3.12. Sia A un anello e X = SpecA il suo spettro. Allora le
mappe I e V stabiliscono una corrispondenza biunivoca fra

{
sottoinsiemi chiusi irriducibili di X

}
I
//
{

ideali primi di A
}

= SpecA
Voo

Y � // I(Y )

{y} oo � py

A.3.2 Proprietà funtoriali degli spettri
Se ϕ : A → A′ è un omomorfismo di anelli, allora per ogni ideale p ⊆ A′

si ha il monomorfismo indotto A/ϕ−1(p) ↪→ A′/p. Se poi p è un ideale primo,
allora A′/p è un dominio d’integrità e lo stesso vale per A/ϕ−1(p) e quindi
anche ϕ−1(p) è primo, il che permette di enunciare la seguente
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Proposizione A.3.13. Ogni omomorfismo di anelli ϕ : A→ A′ induce una
mappa

aϕ : SpecA′ −→ SpecA, px 7−→ ϕ−1(px)

tra gli spettri associati.

Ma si può essere ancora più precisi:

Lemma A.3.14. Nella situazione della proposizione precedente, si ha un
diagramma commutativo

A
ϕ //

��

A′

��
A/ϕ−1(px) �

� ϕx //
_�

��

A′/px
_�

��
k(aϕ(x)) � � ϕx // k(x)

per ogni x ∈ SpecA′. In particolare, per ogni f ∈ A e x ∈ SpecA′ si ha

ϕx(f(aϕ(x))) = ϕ(f)(x)

che, per semplificare, può essere letta come f ◦ aϕ = ϕ(f).

Proposizione A.3.15. Come prima, sia ϕ : A → A′ un omomorfismo di
anelli e aϕ : SpecA′ → SpecA la sua mappa associata sugli spettri.

(i) Se E ⊆ A, allora (aϕ)−1(V (E)) = V (ϕ(E))

(ii) Se a′ ⊆ A′ è un ideale, allora aϕ(V (a′)) = V (ϕ−1(a′))

Come conseguenza, si ottiene il seguente importante

Corollario A.3.16. La mappa aϕ : SpecA′ −→ SpecA associata all’omo-
morfismo di anelli ϕ : A −→ A′ è continua rispetto alle topologie di Zari-
ski su SpecA e SpecA′, ovvero la preimmagine di ogni sottoinsieme aperto
(rispettivamante chiuso) in SpecA è un aperto (rispettivamente chiuso) in
SpecA′.
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A.3.3 Prefasci, fasci e loro morfismi
In generale, lo spettro di un anello con la topologia di Zariski non contie-

ne abbastanza informazioni sulla struttura dell’anello, ad esempio per ogni
campo k, lo spazio Spec k ha un solo punto e quindi in tal caso la cardi-
nalità è l’unico invariante che possiamo ottenere dallo spettro come spazio
topologico. Ecco perché conviene considerare una struttura aggiuntiva, per
definire la quale cominciamo ricordando la fondamentale nozione di fascio su
uno spazio topologico.
Sia dunque X uno spazio topologico e Opn(X) la categoria di tutti i sot-
toinsiemi aperti di X, così definita: gli oggetti di Opn(X) sono appunto gli
aperti di X, mentre i morfismi U → V tra due sottoinsiemi aperti U, V ⊆ X
sono dati da

Hom(U, V ) =

∅ se U 6⊆ V

{U ↪→ V } se U ⊆ V

Definizione A.24. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio di insiemi
(risp. gruppi, anelli, moduli su un anello R fissato, . . . ) su X è un funtore
controvariante

F : Opn(X) −→ Set

nella categoria degli insiemi (risp. gruppi, anelli, moduli su un anello R
fissato, . . . ).

Quindi un prefascio F di insiemi su X consiste di:

• insiemi F(U), dove U varia fra tutti i sottoinsiemi aperti di X,

• morfismi ρVU : F(V ) → F(U), dove la coppia (U, V ) varia fra tutte le
inclusioni U ⊆ V di aperti di X.

In aggiunta vengono richieste le seguenti condizioni:

• ρUU : F(U)→ F(U) è l’identità per ogni aperto U ⊆ X,

• ρVU ◦ ρWV = ρWU per aperti U ⊆ V ⊆ W ⊆ X.

Se X ′ è un sottoinsieme aperto di X, il funtore F : Opn(X) −→ Set può
essere ristretto alla categoria Opn(X ′) di tutti gli aperti contenuti in X ′,
ottenendo così ancora un prefascio, denotato con F|X′ .
Talvolta è conveniente immaginare gli elementi di F(U) come funzioni su U
e similmente le mappe ρVU : F(V )→ F(U) come restrizioni di funzioni su V a
funzioni su U , il che spiega il nome di morfismi di restrizione e la notazione
suggestiva

ρVU : F(V ) −→ F(U), f 7−→ f |U
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Quanto ai prefasci di moduli, esiste una leggera variante rispetto alla defi-
nizione A.18. Sia O un prefascio di anelli su uno spazio topologico X e F

un prefascio di gruppi abeliani su X. Allora il prodotto O × F è definito
come il funtore che associa ad un sottoinsieme aperto U ⊆ X il prodotto
O(U)× F(U) e ad un’inclusione di aperti U ⊆ V in X il prodotto dei morfi-
smi di restrizione O(V )→ O(U) e F(V )→ F(U). In tal modo un O-modulo
può essere definito come un prefascio di gruppi abeliani F con una legge di
composizione µ : O×F → F tale che, per ogni sottoinsieme aperto U ⊆ X, la
mappa µ(U) : O(U)×F(U)→ F(U) definisca una struttura di O(U)-modulo
su F(U).

Definizione A.25. Un prefascio F su uno spazio topologico X viene chia-
mato fascio se per ogni aperto U ⊆ X e per ogni ricoprimento U = ∪λ∈ΛUλ
con aperti Uλ ⊆ X valgono le seguenti:

(i) Se f, g ∈ F(U) soddisfano f |Uλ = g|Uλ per ogni λ ∈ Λ, allora f = g.

(ii) Se fλ ∈ F(Uλ), λ ∈ Λ, soddisfano fλ|Uλ∩Uλ′ = fλ′|Uλ∩Uλ′ per ogni λ, λ
′ ∈

Λ, allora esiste (unica, per (i)) f ∈ F(U) tale che f |Uλ = fλ per ogni
λ ∈ Λ.

In alternativa a queste due condizioni, note come condizioni di Serre, si
può richiedere che il seguente diagramma

F(U) // ∏
λ∈Λ F(Uλ)

//
//
∏

(λ,λ′)∈Λ×Λ F(Uλ ∩ Uλ′)

sia esatto, dove la prima mappa è data da f 7−→ (f |Uλ)λ∈Λ, mentre le due
parallele da

(fλ)λ∈Λ 7−→ (fλ|Uλ∩Uλ′ )(λ,λ′)∈Λ×Λ

(fλ′)λ′∈Λ 7−→ (fλ′|Uλ′∩Uλ′ )(λ,λ′)∈Λ×Λ

Ricordiamo che un diagramma del tipo

A
ϕ // B

ϕ1 //

ϕ2
// C

vien detto esatto se ϕ è iniettiva e la sua immagine imϕ coincide con

ker(ϕ1, ϕ2) := {b ∈ B |ϕ1(b) = ϕ2(b)}

Diamo ora alcuni esempi di prefasci e di fasci.

72



(1) Il fascio nullo o banale (di gruppi abeliani, anelli o moduli) su uno spazio
topologico X è ottenuto assegnando ad ogni sottoinsieme aperto di X
il gruppo, l’anello o il modulo ridotto al solo zero.

(2) Le funzioni continue (risp. derivabili) definite su R a valori reali for-
mano un prefascio di anelli, che è anche un fascio, dal momento che la
continuità (risp. la derivabilità) è una proprietà locale.

(3) Se X è uno spazio topologico e G un gruppo, le funzioni costanti a
valori in G formano un prefascio di gruppi. Tuttavia, diversamente
da prima, poiché l’essere costante non è una condizione che può essere
verificata localmente (almeno su insiemi sconnessi), tale prefascio non
è in generale un fascio. D’altro canto, le funzioni localmente costanti3

a valori in G formano un prefascio che è pure un fascio.

(4) Sia A un anello, X = SpecA il suo spettro e D(X) la categoria di
tutti i sottoinsiemi aperti del tipo D(f) ⊆ X come oggetti (f ∈ A) e
delle inclusioni D(f) ⊆ D(g) come morfismi. Come variante si può an-
che prendere in considerazione la categoria D](X), che differisce dalla
precedente nel fatto che due oggetti D(f) e D(g) vengono considerati
diversi se f e g sono funzioni diverse, anche se D(f) e D(g) coincido-
no come sottoinsiemi di X. Quindi, per essere più precisi, gli oggetti
di D](X) sono dati dagli elementi f ∈ A e i morfismi dalle inclusioni
D(f) ⊆ D(g). In tal modo, associando ad ogni f ∈ A il corrispon-
dente sottoinsieme D(f) ⊆ X, si ottiene un funtore "dimenticante"
F : D](X) −→ D(X). D’altro canto, possiamo anche definire una "se-
zione" di F , cioè un funtore G : D(X) −→ D](X) scegliendo per ogni
oggetto U di D(X) un elemento f ∈ A tale che U = D(f).
Esiste un naturale funtore controvariante

O
]
X : D](X) −→ Ring

D(f) 7−→ Af

D(f) ⊆ D(g) 7−→ Ag → Af

che assegna ad ogni aperto principale D(f) la localizzazione Af di A
rispetto al sistema moltiplicativo {1, f, f 2, . . .}. Allora ogni inclusione
D(f) ⊆ D(g) dà luogo ad un omomorfismo di anelli Ag → Af . Infatti,
D(f) ⊆ D(g) è equivalente a V (f) ⊇ V (g) e quindi a rad(f) ⊆ rad(g),

3Una funzione f da uno spazio topologico A a un insieme B è detta localmente costante
se per ogni a ∈ A esiste un intorno U di a tale che f sia costante su U .
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ovvero all’esistenza di elementi n ∈ N e a ∈ A tali che fn = ag.
Considerando ora la mappa canonica τf : A → Af , si vede facilmente
che τf (f)n = τf (a)τf (g) e dunque τf (g) sono unità in Af . Pertanto,
per la proprietà universale della mappa di localizzazione τg : A → Ag,
esiste un unico omomorfismo τ gf : Ag → Af che rende commutativo il
seguente diagramma
e non è difficile controllare che in questo modo si ottiene un funtore.
Il passo finale consiste nel definire un funtore OX : D(X) −→ Ring
tale che la sua composizione con il funtore F : D](X) −→ D(X) sia un
funtore isomorfo a O

]
X . A tal fine, per ogni f ∈ A definiamo

S(f) = {g ∈ A |D(f) ⊆ D(g)}

Allora dal fatto che D(gg′) = D(g)∩D(g′) segue che S(f) è un sistema
moltiplicativo in A contenente tutte le potenze di f . In particolare,
la proprietà universale delle localizzazioni garantisce l’esistenza di un
omomorfismo canonico ιf : Af → AS(f) che è in realtà un isomorfismo.
E poiché D(f) ⊆ D(g) implica (anzi è equivalente a) S(f) ⊇ S(g), è
ben definito il funtore

OX : D(X) −→ Ring
D(f) 7−→ AS(f)

D(f) ⊆ D(g) 7−→ AS(g) → AS(f)

Una nozione fondamentale per il seguito è quella di spiga di un prefascio (o
di un fascio), che è basata sul concetto di limite induttivo.

Definizione A.26. Sia X uno spazio topologico munito di un prefascio (o
di un fascio) F. Allora, per ogni x ∈ X, chiamiamo

Fx = lim−→
x∈U

F(U)

la spiga di F in x, dove il limite induttivo è esteso a tutti gli intorni aperti
U ⊆ X di x.

Come esempio tipico, consideriamo il fascio F di tutte le funzioni continue
a valori reali definite su uno spazio topologico X, che è un fascio di anelli.
Allora si hanno omomorfismi canonici

F(U) −→ Fx, f 7−→ fx
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per ogni punto x ∈ X e per ogni intorno aperto U ⊆ X di x. L’immagine
fx ∈ Fx di una funzione f ∈ F(U) si chiama il germe di f in x e dalla
costruzione dei limiti induttivi si deduce che:

1. ogni elemento di Fx può essere interpretato come il germe di una fun-
zione continua f ∈ F(U), dove U ⊆ X è un opportuno intorno di
x.

2. se fx, gx ∈ Fx sono germi di funzioni continue f ∈ F(U) e g ∈ F(V )
relativi ad intorni aperti U, V ⊆ X di x, allora fx = gx se e solo se
esiste un intorno aperto W ⊆ X di x tale che W ⊆ U ∩V e f |W = g|W .

Concludiamo la sezione con il concetto di morfismo tra (pre)fasci.

Definizione A.27. Sia X uno spazio topologico e F,G prefasci (risp. fasci)
su X. Un morfismo di prefasci (risp. fasci) ϕ : F → G è una trasformazione
naturale tra F e G, visti come funtori dalla categoria dei sottoinsiemi aperti
di X alla categoria degli insiemi (risp. gruppi, anelli, . . . ).
Quindi ϕ consiste di una collezione di morfismi

ϕ(U) : F(U) −→ G(U), U ⊆ X aperto

compatibili coi morfismi di restrizione, nel senso che per ogni coppia di aperti
U ⊆ V ⊆ X il diagramma

F(V )
ρVU
��

ϕ(V ) // G(V )
ρVU
��

F(U) ϕ(U) // G(U)

è commutativo. Si dice inoltre che ϕ è un isomorfismo se tutti i morfismi
ϕ(U) sono isomorfismi.

Osservazione 12. Sia ϕ : F −→ G un morfismo di prefasci su uno spazio
topologico X sia x ∈ X. Allora ϕ induce un morfismo di spighe ϕx : Fx → Gx
in modo tale che, per ogni intorno aperto U ⊆ X di x, il diagramma canonico

F(U)

��

ϕ(U) // G(U)

��
Fx

ϕx // Gx

sia commutativo.
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A.3.4 Costruzione di schemi affini
Sia A un anello e X = SpecA. Con riferimento all’Esempio (4) della

sezione precedente, è possibile, anche se non immediato, verificare che il
funtore OX : D(X) −→ Ring soddisfa le proprietà di fascio ed inoltre può
essere esteso ad un fascio di anelli su tutto X = SpecA, il cosiddetto fascio
strutturale dello spettro di A.
Prima di dare la definizione di spazio anellato, che prelude a quella di schema
affine, conviene discutere brevemente una variante del fascio strutturale OX

per un A-modulo M . Per associare un fascio F su X a M , poniamo

F(D(f)) = Mf

dove f ∈ A e Mf = M ⊗A Af è la localizzazione di M rispetto al sistema
moltiplicativo generato da f in A. Così facendo si ottiene effettivamente un
fascio M̃ su tuttoX, che viene detto il fascio di moduli associato all’A-modulo
M o l’OX-modulo associato a M .

Definizione A.28. Uno spazio anellato è una coppia (X,OX), dove X è uno
spazio topologico e OX è un fascio di anelli su X, che viene detto il fascio
strutturale dello spazio anellato.
Un morfismo di spazi anellati (X,OX)→ (Y,OY ) è una coppia (f, f ]), dove
f : X → Y è una mappa continua e f ] : OY → f∗(OX) un morfismo di
fasci di anelli su Y , dove f∗(OX) è il fascio su Y dato da V 7→ OX(f−1(V ))
e dai morfismi di restrizione canonici. Pertanto f ] consiste di un sistema di
omomorfismi di anelli

f ](V ) : OY (V ) −→ OX(f−1(V )) V ⊆ Y aperto

compatibili coi morfismi di restrizione.

La composizione di morfismi tra spazi anellati è definita in modo natu-
rale ed inoltre se (X,OX) è uno spazio anellato e U ⊆ X è un sottoinsieme
aperto, possiamo considerare la sua restrizione a U , ovvero lo spazio anellato
(U,OX |U), e l’iniezione U ↪→ X viene detta una immersone aperta di spazi
anellati.
Naturalmente, per un morfismo di spazi anellati (f, f ]) : (X,OX) −→ (Y,OY ),
la funzione continua f : X → Y è l’ingrediente principale perché determi-
na come i punti di X vengono mappati in punti di Y . D’altro canto, però,
siccome si tratta di spazi anellati, cioè spazi topologici assieme ad anelli di
"funzioni" su di essi, è interessante pure sapere come a partire da "funzioni"
su Y si possano ottenere "funzioni" su X, e questo è il ruolo di f ].
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Osservazione 13. Ogni morfismo di spazi anellati (f, f ]) : (X,OX) −→
(Y,OY ) induce canonicamente omomorfismi di anelli

f ]x : OY,f(x) −→ OX,x, x ∈ X

Ricordiamo che un anello vien detto locale se contiene un unico ideale
massimale e un omomorfismo di anelli ϕ : A→ B tra anelli locali con ideali
massimali m ⊆ A e n ⊆ B è chiamato locale se ϕ(m) ⊆ n. Ad esempio, dato
un omomorfismo di anelli ϕ : A → B e un ideale primo q ⊆ B, è noto che
p = ϕ−1(q) è un ideale primo di A e perciò l’omomorfismo indotto Ap → Bq

è locale. Tuttavia, per ogni primo p ∈ Z, l’inclusione canonica Z(p) → Q non
è locale e quindi esistono omomorfismi non locali tra anelli locali.

Definizione A.29. Uno spazio localmente anellato è uno spazio anellato
(X,OX) tale che le spighe OX,x in ogni punto x ∈ X siano anelli locali.
Se (X,OX) e (Y,OY ) sono spazi localmente anellati, un morfismo di spazi
anellati (f, f ]) : (X,OX) −→ (Y,OY ) è chiamato un morfismo di spazi lo-
calmente anellati se tutte le mappe f ]x : OY,f(x) −→ OX,x con x ∈ X sono
locali.

Fondamentale è la seguente

Proposizione A.3.17. (i) Sia A un anello, X = SpecA il suo spettro e OX

il fascio su X associato ad A. Allora (X,OX) è uno spazio localmente
anellato con OX,x = Ax come spiga in ogni punto x ∈ X.

(ii) Se A e B sono anelli con spettri X = SpecA e Y = SpecB, allora la
mappa canonica

Φ : Hom((X,OX), (Y,OY )) −→ Hom(B,A), (f, f ]) 7−→ f ](Y )

dall’insieme dei morfismi di spazi localmente anellati (X,OX) −→ (Y,OY )
all’insieme degli omomorfismi di anelli B −→ A è biiettiva.

(iii) Per ogni morfismo di spazi localmente anellati (f, f ]) : (X,OX) −→
(Y,OY ) e per ogni punto x ∈ X, la mappa associata tra le spighe

f ]x : OY,f(x) −→ OX,x

coincide canonicamente con la mappa Bf(x) −→ Ax ottenuta attraverso
la localizzazione da f ](Y ) : B −→ A.

Spazi localmente anellati del tipo (SpecA,OSpecA) sono i prototipi dei
cosiddetti schemi, che sono stati introdotti da A. Grothendieck.
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Definizione A.30. Uno schema affine è uno spazio localmente anellato
(X,OX) tale che sia isomorfo a (SpecA,OSpecA) per qualche anello A.
Uno schema4 è uno spazio localmente anellato (X,OX) tale che esista un
ricoprimento aperto (Xi)i∈I di X, dove (Xi,OX |Xi) è uno schema affine per
ogni i ∈ I. Infine, un morfismo di schemi è semplicemente un morfismo di
spazi localmente anellati.

Si verifica facilmente che gli schemi assieme ai loro morfismi formano
una categoria, denotata con Sch, e che gli schemi affini ne definiscono una
sottocategoria piena, il che significa che i morfismi X → Y tra due schemi
affini X e Y sono gli stessi nella categoria degli schemi affini e in Sch.
Concludiamo con la seguente interessante

Proposizione A.3.18. La categoria degli schemi affini è equivalente all’op-
posta della categoria degli anelli.

A.3.5 Moduli quasi-coerenti
Vogliamo qui adattare certe proprietà dei moduli su anelli ai fasci di

moduli su schemi. A tal fine si consideri, per ogni insieme I di indici, l’OX-
modulo

O
(I)
X =

⊕
i∈I

OX

ovvero la somma diretta di copie di OX parametrizzata da I, dove al secondo
membro OX è inteso come modulo su se stesso.
Osservazione 14. Sia U = SpecA un sottoschema aperto affine di uno schema
X. Allora, per ogni insieme I di indici, la restrizione della somma diretta
O

(I)
X ad U è associata all’A-modulo A(I), ovvero O

(I)
X |U ' Ã(I).

Diremo che un OX-modulo F è libero se esiste un insieme I di indici tale
che F sia isomorfo all’OX-modulo O

(I)
X , diremo che è localmente libero se ogni

punto x ∈ X ammette un intorno aperto tale che F|U è libero; se poi F è
localmente isomorfo a OX , cioè se ogni x ∈ X ammette un intorno aperto
U ⊆ X tale che F|U ' OX |U , diremo che F è invertibile.

Definizione A.31. Un OX-modulo F su uno schemaX è detto quasi-coerente
se, per ogni punto x ∈ X, esiste un intorno aperto U ⊆ X tale che la
restrizione di F ad U ammetta una successione esatta del tipo

(OX |U)(J) −→ (OX |U)(I) −→ F|U −→ 0
4La nozione originale di Grothendieck era quella di preschema, mentre il termine schema

era riservato ad un preschema separato. Questa convenzione, tuttavia, non viene più
seguita oggigiorno.
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detta una presentazione di F|U .

In particolare, il fascio strutturale OX di ogni schema X è un modulo
quasi-coerente su se stesso.

Teorema A.3.19. Siano X uno schema e F un OX-modulo. Allora le
seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) F è quasi-coerente.

(ii) Ogni punto x ∈ X ammette un intorno aperto affine U ⊆ X tale che
F|U sia associato a qualche OX(U)-modulo.

(iii) La restrizione F|U ad ogni sottoschema aperto affine U ⊆ X è associata
a qualche OX(U)-modulo.

Le buone proprietà di esattezza dei moduli associati si estendono ai
moduli quasi-coerenti, come mostra la prossima

Proposizione A.3.20. Sia X uno schema e

0 −→ F′ −→ F −→ F′′ −→ 0

una successione esatta di OX-moduli. Se due dei moduli F, F′, F′′ sono
quasi-coerenti, allora lo stesso vale per il terzo.

Concludiamo discutendo alcune condizioni di finitezza che hanno origine
da analoghe proprietà per moduli su anelli.

Definizione A.32. Un OX-modulo F su uno schema X è detto localmente
di tipo finito se ogni punto x ∈ X ammette un intorno aperto U ⊆ X assieme
ad una successione esatta del tipo (OX |U)(I) −→ F|U −→ 0 con I finito.
Se inoltre esiste una presentazione (OX |U)(J) −→ (OX |U)(I) −→ F|U −→ 0
con I e J finiti, F vine detto localmente di presentazione finita.

In particolare, se F è localmente di presentazione finita, allora è quasi-
coerente.

Corollario A.3.21. Le seguenti condizioni sono equivalenti per un OX-
modulo F quasi-coerente su uno schema X:

(i) F è localmente di tipo finito (risp. localmente di presentazione finita).

(ii) Ogni punto x ∈ X ammette un intorno aperto affine U ⊆ X tale che
F|U sia associato a qualche OX(U)-modulo finito (risp. di presentazione
finita).
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(iii) La restrizione F|U ad ogni sottoschema aperto affine U ⊆ X è associata
a qualche OX(U)-modulo finito (risp. di presentazione finita).

Infine, per completezza, ricordiamo che un OX-modulo F su uno schema
X è detto coerente se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(i) F è localmente di tipo finito.

(ii) Se U ⊆ X è aperto e ϕ : (OX |U)n −→ F|U è un morfismo di (OX |U)-
moduli, allora kerϕ è localmente di tipo finito.

A.3.6 Immagini diretta e inversa di fasci di moduli
Per ogni morfismo di spazi anellati f : X → Y e per ogni fascio F (di

insiemi, gruppi abeliani o anelli) su X, il funtore

f∗(F) : V 7−→ Γ(f−1(V ),F) V ⊆ Y aperto

definisce un fascio su Y , chiamato l’immagine diretta di F tramite f . Se F

è un OX-modulo, allora Γ(f−1(V ),F), per ogni aperto Y ⊆ Y , è un OY (V )-
modulo rispetto al morfismo di anelli f ](V ) : OY (V )→ OX(f−1(V )) e quindi
possiamo vedere f∗(F) come un OY -modulo.
D’altro canto, se G è un fascio su Y , la sua immagine inversa f−1(G) rispetto
a f è ottenuta attraverso la cosiddetta formula di aggiunzione

HomX(f−1(G),F) = HomY (G, f∗(F))

che dev’essere interpretata come un isomorfismo di funtori. In questo conte-
sto, f−1 è chiamato il funtore aggiunto sinistro di f∗ e, analogamente, f∗ il
funtore aggiunto destro di f−1. Per quanto non sia affatto chiaro che f−1(G)
esista come fascio su X né tantomeno che sia unico, qualora esista, è possibi-
le dimostrarne sia l’esistenza sia l’unicità (a meno di isomorfismo canonico),
descrivendolo più precisamente come il fascio associato al prefascio

U 7−→ lim−→
V⊇f(U)

G(V ) U ⊆ X aperto

dove il limite induttivo è esteso a tutti i sottoinsiemi aperti V ⊆ Y contenenti
f(U). Per includere anche i fasci di moduli occorre fare uso del prodotto
tensoriale. Ricordando che il prodotto tensoriale di due moduli F,G su un
fascio di anelli O su uno spazio topologico X è definito come il fascio di
O-moduli associato al prefascio

U 7−→ F(U)⊗O(U) G(U) U ⊆ X aperto

si può verificare la validità della seguente
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Proposizione A.3.22. Sia f : X → Y un morfismo di spazi anellati e sia
G un fascio di OY moduli su Y . Allora esiste un fascio di OX-moduli f ∗(G)
su X, assieme ad un isomorfismo di funtori

HomOX (f ∗(G,F) ∼→ HomOY (G, f∗(F))

Inoltre f ∗(G) è univocamente determinato a meno di isomorfismo canonico
ed è chiamato l’ immagine inversa del fascio di moduli G rispetto a f .
Se f−1(G) è l’immagine inversa di G, visto come un fascio di gruppi abeliani,
e f−1(OY ) l’immagine inversa di OY ) come fascio di anelli, allora f−1(G)
è canonicamente un f−1(OY )-modulo. Inoltre il morfismo OY ) → f∗(OX)
dato da f corrisponde ad un morfismo f−1(OY )→ OX di fasci di anelli, che
induce un isomorfismo

f ∗(G) ' f−1(G)⊗f−1(OY ) OY

A.3.7 Prodotti fibrati
Presentiamo qui la nozione di prodotto fibrato di schemi, per introdurre la

quale serve ricordare quella di prodotto, che daremo nel contesto più generale.

Definizione A.33. Siano X e Y oggetti di una categoria C. Un oggetto W
in C assieme a due morfismi

p : W −→ X, q : W −→ Y

è detto un prodotto di X e Y in C se per ogni oggetto T in C la mappa

Hom(T,W ) −→ Hom(T,X)× Hom(T, Y ), f 7−→ (p ◦ f, q ◦ f)

è biiettiva, ovvero se per ogni coppia di morfismi

T −→ X, T −→ Y

esiste un unico morfismo T −→ W tale che il diagramma

X

T

>>

//

  

W

p

OO

q
��
Y

è commutativo. Se W esiste, allora è unico a meno di isomorfismo canonico
e si scrive W = X × Y . I morfismi p : W → X e W → Y vengono chiamati
le proiezioni sui fattori X e Y del prodotto W .
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Dato un oggetto S in una categoria C, al quale ci si riferisce come oggetto
base, è possibile considerare la categoria CS di tutti gli oggetti relativi di C
su S, i cui oggetti sono morfismi di tipo X → S, dove X varia tra gli oggetti
di C, e i morfismi sono dati da diagrammi commutativi del tipo

X //

��

Y

��
S

Spesso la categoria CS non viene menzionata esplicitamente e si parla sem-
plicemente di S-oggetti e di S-morfismi. Il prodotto di due oggetti in CS,
se esiste, è chiamato il prodotto fibrato o il pullback di X e Y su S, vie-
ne denotato con W = X ×S Y ed è caratterizzato dal seguente diagramma
commutativo:

X

  
T

>>

//

  

W

p

OO

q
��

// S

Y

>>

I prodotti fibrati possono essere interpretati anche nel contesto dei cosiddetti
diagrammi cartesiani, definiti come segue:

Definizione A.34. Sia C una categoria. Un diagramma commutativo

W
p //

q
��

X

σ
��

Y τ // S

di morfismi in C viene detto cartesiano se vale la seguente proprietà univer-
sale:
Dati un oggetto T in C e morfismi f : T → X e g : T → Y in C tali che
σ ◦ f = τ ◦ g, esiste un unico morfismo h : T → W in C tale che p ◦ h = f e
q ◦ h = g.

T f

��

h

  

g

##

W
p //

q
��

X

σ
��

Y τ // S
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Facendo uso del seguente lemma, è possibile dimostrare che i prodotti fibrati
esistono nella categoria degli schemi.

Lemma A.3.23. I prodotti fibrati di schemi affini esistono nella categoria
degli schemi. Più precisamente, se A1 e A2 sono algebre su un anello R, il
prodotto fibrato di SpecA1 e SpecA2 su SpecR è dato da

SpecA1 ×SpecR SpecA2 = Spec (A1 ⊗R A2)

con le proiezioni

p1 : SpecA1×SpecRSpecA2 −→ SpecA1, p2 : SpecA1×SpecRSpecA2 −→ SpecA2

indotte dagli omomorfismi canonici di R-algebre

ι1 : A1 −→ A1 ⊗R A2, ι2 : A2 −→ A1 ⊗R A2

Concludiamo discutendo il concetto di cambio di base per schemi relativi,
che generalizza la nozione di estensione dei coefficienti per anelli e moduli.
Il funtore del cambio di base dato da un morfismo di schemi (base) ϕ : S ′ → S
associa ad ogni S-schema X un S ′-schema XS′ , ovvero il prodotto fibrato
XS′ = X ×S S ′, che è visto come un S ′-schema attraverso la proiezione
X ×S S ′ → S ′. Inoltre, ad ogni morfismo di S-schemi f : X → Y associa il
morfismo prodotto

fS′ = f × idS′ : XS′ −→ YS′

che è un S ′-morfismo.

A.3.8 Sottoschemi ed immersioni
Se X è uno schema con fascio strutturale OX e U è un sottoinsieme aperto

di X, allora (U,OX |U) è un sottoschema aperto. D’altro canto, c’è un modo
canonico di introdurre i sottoschemi chiusi: se A è un anello e a ⊆ A un suo
ideale, la proiezione A −→ A/a induce un morfismo di schemi affini

SpecA/a −→ SpecA

che costituisce un omeomorfismo tra SpecA/a e il chiuso V (a) ⊆ SpecA il
quale, dotato del fascio strutturale indotto da A/a, è un sottoschema chiuso
di SpecA. Tale costruzione può essere estesa a schemi X arbitrari, sostituen-
do l’ideale a ⊆ A con un ideale quasi coerente I ⊆ OX .
Infine, entrambe le nozioni di sottoschema possono essere combinate dando
luogo alla nozione di sottoschema localmente chiuso.
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Definizione A.35. Si dice che un morfismo di schemi f : Y −→ X è
un’immersione aperta (risp. chiusa) se esiste un sottoschema aperto (risp.
chiuso) Y ′ di X tale che f si decomponga nella composizione

f : Y ∼−→ Y ′ −→ X

di un isomorfismo Y ∼−→ Y ′ e del morfismo canonico Y ′ −→ X.

Proposizione A.3.24. Per uno schema affine X = SpecA ed un morfsimo
di schemi f : Y −→ X le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) f è un’immersione chiusa.

(ii) Lo schema Y è affine, diciamo Y = SpecB, ed il corrispondente omo-
morfismo di anelli ϕ : A −→ B è suriettivo.

Definizione A.36. Se X è uno schema, si dice che Y è un sottoschema
localmente chiuso di X se esiste un sottoschema aperto U ⊆ X tale che Y
sia un sottoschema chiuso di U . Un morfismo di schemi f : Y −→ X viene
detto un’immersione localmente chiusa se f induce un isomorfismo Y ∼−→ Y ′

con un sottoschema localmente chiuso Y ′ di X, cioè se f si decompone nella
composizione di un’immersone chiusa Y −→ U e di un’immersione aperta
U −→ X.

A.3.9 Morfismi di tipo finito e di presentazione finita
Ricordiamo qui alcune condizioni di finitezza per omomorfismi di anelli,

prima di discuterle per morfismi di schemi.

Definizione A.37. Se A è una R-algebra e ϕ : R → A è il corrispondente
omomorfismo strutturale, si dice che A (o anche ϕ) è di tipo finito se esiste
una successione esatta

0 −→ a −→ R[t1, . . . , tn] Φ−→ A −→ 0

dove R[t1, . . . , tn] è un anello di polinomi in un numero finito di indeterminate
e Φ una suriezione di R-algebre. Se poi Φ può essere scelta in modo tale che
l’ideale a = ker Φ sia finitamente generato, allora A e ϕ vengono detti di
presentazione finita.

Per esempio, ogni mappa di localizzazione

R −→ R[a−1] = R[t]/(1− at)

di un anello R nella sua localizzazione rispetto a qualche elemento a ∈ R è
di tipo finito e persino di presentazione finita.
Inoltre
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Lemma A.3.25. (i) Omomorfismi di anelli di tipo finito sono stabili ri-
spetto al cambio di base, ovvero se R→ A è un omomorfismo di anelli
di tipo finito, allora per ogni omomorfismo di anelli R → R′ l’omo-
morfismo indotto R′ → A ⊗R R′ è di tipo finito. Lo stesso vale per
omomorfismi di anelli di presentazione finita.

(ii) La composizione di omomorfismi di tipo finito è ancora di tipo finito e
lo stesso vale per omomorfismi di presentazione finita.

Definizione A.38. Un morfismo di schemi f : X → Y è detto localmente
di tipo finito (risp. localmente di presentazione finita) in un punto x ∈ X se
esistono sottoschemi aperti affini U ⊆ X e V ⊆ Y , diciamo U = SpecA e
V = SpecB, tali che x ∈ U , f(U) ⊆ V e il morfismo di anelli indotto B → A
sia di tipo finito (risp. di presentazione finita).
Si dice poi che f è localmente di tipo finito (risp. localmente di presentazione
finita) se tale proprietà vale in ogni punto x ∈ X.

Per esempio, ogni immersione chiusa è localmente di tipo finito ed ogni
immersione aperta è localmente di presentazione finita.
Infine, nel caso di schemi affini vale la seguente

Proposizione A.3.26. Per un morfismo di schemi affini f : SpecA −→
SpecB sono equivalenti:

1. f è localmente di tipo finito (risp. localmente di presentazione finita);

2. Il morfismo di anelli B → A associato a f è di tipo finito (risp. di
presentazione finita).

A.4 Algebra commutativa

A.4.1 Forme differenziali
Definizione A.39. SeA è unaR-algebra eM unA-modulo, una R-derivazione
da A a M è una mappa R-lineare d : A −→ M che soddisfa la cosiddetta
regola del prodotto (o di Leibniz)

d(fg) = fd(g) + gd(f)

per ogni f, g ∈ A. L’insieme di tutte le R-derivazioni da A a M , denotato
con DerR(A,M), è in modo naturale un A-modulo, infatti se d e d′ sono due
R-derivazioni e c ∈ A, allora la somma

d+ d′ : A −→M, a 7−→ d(a) + d′(a)
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e il multiplo scalare

cd : A −→M, a 7−→ cd(a)

sono ancora R-derivazioni.

Un esempio particolarmente significativo è rappresentato dal seguente
lemma, la cui dimostrazione si basa sostanzialmente sulla derivazione formale
di polinomi.

Lemma A.4.1. Sia A = R[Ti; i ∈ I] l’anello di polinomi in una famiglia di
variabili (Ti)i∈I su R e sia M un A-modulo. Allora, per ogni famiglia (xi)i∈I
di elementi di M , c’è un’unica R-derivazione d : A→M tale che d(Ti) = xi
per ogni i ∈ I.

Fondamentale è poi la seguente proposizione, che è anche una definizione
del modulo delle forme differenziali (o dei differenziali di Kähler).

Proposizione A.4.2. Se A è una R-algebra, allora esiste un A-modulo Ω1
A/R

ed una R-derivazione dA/R : A −→ Ω1
A/R che soddisfano la seguente proprietà

universale.
Per ogni A-modulo M la mappa canonica

Φ : HomA(Ω1
A/R,M) −→ DerR(A,M), ϕ 7−→ ϕ ◦ dA/R

è biiettiva5; in altre parole, per ogni R-derivazione d : A −→ M esiste
un’unica mappa A-lineare ϕ : Ω1

A/R −→M tale che il diagramma

A
dA/R //

d ��

Ω1
A/R

ϕ
||

M

sia commutativo. Inoltre, per la proprietà universale, la coppia (Ω1
A/R, dA/R)

è unica a meno di isomorfismo canonico. Chiamiamo Ω1
A/R il modulo delle

forme differenziali relative di grado 1 di A su R, dA/R il differenziale esterno
della R-algebra A, e l’n-esima potenza esterna Ωn

A/R = ∧n Ω1
A/R con n ∈ N

il modulo delle forme differenziali relative di grado n di A su R.

Corollario A.4.3. Se A è una R-algebra generata da una famiglia (ti)i∈I
di elementi di A, allora l’A-modulo delle forme differenziali Ω1

A/R è generato
dagli elementi dA/R(ti).

5Dal momento che, se d ∈ DerR(A,M) e α ∈ HomA(M,N), allora α ◦ d ∈ DerR(A,N),
l’assegnamento M 7→ DerR(A,M) è un funtore covariante e così la mappa Φ risulta essere
addirittura un isomorfismo di funtori.
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Esiste però anche un altro approccio ai moduli di forme differenziali, che
risulta particolarmente utile nell’applicazione agli schemi.
Partendo da una R-algebra A, si consideri la mappa di moltiplicazione

µ : A⊗R A −→ A, x⊗ y 7−→ xy

e sia I = kerµ. Allora µ dà luogo ad un isomorfismo (A ⊗R A)/I '−→ A, il
cui inverso è indotto da una delle due mappe canoniche

ι1 : A −→ A⊗R A, x 7−→ x⊗ 1

ι2 : A −→ A⊗R A, x 7−→ 1⊗ x

Il quoziente I/I2 è un (A ⊗R A)-modulo ma anche un (A ⊗R A)/I-modulo
e quindi, in virtù dell’isomorfismo precedente, può essere considerato come
un A-modulo. Inoltre è possbile verificare, facendo uso della proposizione
seguente, che la mappa

A −→ I, x 7−→ 1⊗ x− x⊗ 1

induce una R-derivazione δ : A −→ I/I2, tale che (I/I2, δ) è il modulo delle
forme differenziali relative di A su R.

Proposizione A.4.4. Sia f0 : A → B un omomorfismo di R-algebre e sia
I ⊆ B un ideale tale che I2 = 0, considerato come A-modulo tramite f0.

(i) Se d : A −→ I è una R-derivazione, allora f1 = f0 + d definisce un
omomorfismo di R-algebre A −→ B tale che f1 ≡ f0 (mod I).

(ii) Se f1 : A −→ B è un omomorfismo di R-algebre che soddisfa f1 ≡ f0
(mod I), allora f1 − f0 dà una R-derivazione A −→ I.

Così, la corrispondenza f 7−→ f − f0 stabilisce una biiezione tra l’insieme
degli omomorfismi di R-algebre f : A −→ B tali che f ≡ f0 (mod I) e
l’insieme DerR(A, I) di tutte le R-derivazioni da A a I.

Non è difficile, poi, mostrare che Ω1
A/R dev’essere necessariamente nullo,

se il morfismo strutturale ι : R −→ A è un epimorfismo, ovvero se per ogni
coppia di omomorfismi di anelli τ1, τ2 : A −→ B, da τ1 ◦ ι = τ2 ◦ ι segue
sempre τ1 = τ2, come accade per omomorfismi suriettivi o di localizzazione.
Concludiamo con alcune proprietà funtoriali dei moduli di forme differenziali,
partendo dal cambio di base.
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Proposizione A.4.5. Sia A una R-algebra e R −→ R′ un omomorfismo di
anelli. Se A′ = A ⊗R R′, allora il differenziale esterno dA/R : A → Ω1

A/R

induce, attraverso la tensorizzazione con R′ su R, una R′-derivazione

dA′/R′ : A′ −→ Ω1
A/R ⊗A A′

e (Ω1
A/R ⊗A A′, dA′/R′) è il modulo delle forme differenziali di A′ su R′. In

particolare Ω1
A′/R′ ' Ω1

A/R ⊗A A′.

Proposizione A.4.6. Se f : A −→ B un omomorfismo di R-algebre, allora
c’è una successione esatta canonica di B-moduli

Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ Ω1
B/A −→ 0

Se poi il morfismo f : A −→ B è suriettivo, allora Ω1
B/A = 0, come già

osservato, e la suddetta successione può essere prolungata a sinistra, come
mostra le seguente

Proposizione A.4.7. Se f : A −→ B è una suriezione di R-algebre con
nucleo a ⊆ A, allora la seguente successione canonica di B-moduli è esatta

a/a2 −→ Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ 0

A.4.2 Liscezza formale
Definizione A.40. Si dice che un omomorfismo di anelli f : R −→ S è
formalmente liscio (o che S è formalmente liscio su R) se per ogni R-algebra
T e per ogni ideale I ⊆ T tale che I2 = 0, la mappa naturale

HomR(S, T ) −→ HomR(S, T/I)

è suriettiva. Ciò significa che in ogni diagramma di R-algebre

R //

��

T

��
S

==

// T/I

esiste una freccia tratteggiata che rende commutativo il diagramma.

Elenchiamo qui di seguito alcune proprietà degli omomorfismi formalmen-
te lisci.

Proposizione A.4.8. (i) Se R −→ S è un omomorfismo formalmente li-
scio, tale è anche R′ −→ S ′ = S ⊗R R′ per ogni R-algebra R′.
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(ii) La composizione di mappe formalmente lisce è formalmente liscia.

(iii) Un anello di polinomi su R è formalmente liscio su R.

(iv) Se R −→ S è un omomorfismo di anelli e P −→ S un omomorfismo
suriettivo di R-algebre da un anello di polinomi P a S, di nucleo J ⊆ P ,
allora R −→ S è formalmente liscio se e solo se la successione

0 −→ J/J2 −→ ΩP/R ⊗R S −→ ΩS/R −→ 0

è esatta e spezzata.

(v) Se R −→ S è un omomorfismo formalmente liscio, allora Ω1
S/R è un

S-modulo proiettivo.

Definizione A.41. Si dice che un omomorfismo di anelli f : R −→ S è
formalmente non ramificato (o che S è formalmente non ramificato su R)
se per ogni R-algebra T e per ogni ideale I ⊆ T tale che I2 = 0, la mappa
naturale

HomR(S, T ) −→ HomR(S, T/I)

è iniettiva. Ciò significa che in ogni diagramma di R-algebre

R //

��

T

��
S

==

// T/I

esiste al più una freccia tratteggiata che rende commutativo il diagramma.

Lemma A.4.9. Se f : R −→ S è un omomorfismo di anelli, allora sono
equivalenti:

(i) f è formalmente non ramificato.

(ii) Ω1
S/R = 0.

Osservazione 15. Aggiungendo l’ipotesi che f sia di tipo finito, si ottiene la
definizione di omomorfismo non ramificato.

Definizione A.42. Si dice che un omomorfismo di anelli f : R −→ S è
formalmente étale (o che S è formalmente étale su R) se per ogni R-algebra
T e per ogni ideale I ⊆ T tale che I2 = 0, la mappa naturale

HomR(S, T ) −→ HomR(S, T/I)
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è biiettiva. Ciò significa che in ogni diagramma di R-algebre

R //

��

T

��
S

==

// T/I

esiste un’unica freccia tratteggiata che rende commutativo il diagramma.

Osservazione 16. Aggiungendo l’ipotesi che f sia di presentazione finita, si
ottiene la definizione di omomorfismo étale.
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