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Interferenza a singolo fotone

BBO

Contatore di 

coincidenze

1

2

45º

l/2 @ 45º

Pol @ 45º

Lenti di collimazione (f=500mm)

l/2 @ 22.5º

Il delay time introdotto ruotando uno dei cristalli rispetto all’asse verticale è dovuto solo al 

percorso in più fatto fuori dal cristallo:

a

D

Da
Quindi il cammino ottico aggiuntivo è:

𝜔0 + 𝜔

𝑐
𝐷𝛼

Considerando che la lunghezza d’onda 

centrale è 810nm e che D=4mm, si 

ottiene che è necessario un angolo a di 

0.05mrad per fare un periodo

Nota: la variazione del percorso dovuta alla legge di 

Snell e la variazione dell’indice di rifrazione 

straordinario sono trascurabili



Lo stato all’uscita del cristallo è:

dove w è lo shift rispetto alla portante

Propago fino a dopo il polarizzatore:

Dove:

Per trovare la probabilità di rivelazione in funzione del delay time faccio la 

traccia (somma incoerente) su tutte le frequenze:

Nell’ipotesi che:



Relazione tra numero di frange e larghezza spettrale nell’ipotesi di spettro gaussiano:

Così definiti Dw e Dt non sono esattamente la larghezza a metà altezza:

Quindi detto N il numero di frange entro la larghezza a metà altezza abbiamo:

Esprimo la larghezza spettrale in nm:



BBO

Contatore di 

coincidenze

1

2

45º

Confronto tra conteggi diretti e in contemporanea (con l’aggiunta 

di un filtro interferenziale sul percorso 2)

10nm

Conteggi diretti Conteggi in contemporanea

I due fotoni sono correlati 

in energia quindi quando 

metto il filtro 

interferenziale sul percorso 

2 automaticamente riduco 

lo spettro dei fotoni rivelati 

in contemporanea sul 

rivelatore 1



Conteggi in contemporanea

Per trovare la probabilità del conteggio in contemporanea sommo 

incoerentemente tutte le coppie di frequenza rivelabili (quindi devo inserire il 

filtro sul canale 2):

𝑃 𝜏 = න𝑑𝜔𝐴 −𝜔 1 𝜔 2 −𝜔 𝜓 2 =
1

2
+
1

2
Re න𝑑𝜔 𝐹 𝜔 2𝑒𝑖𝜔𝜏 cos 𝜔0𝜏

Dove: 𝐹 𝜔 2 = 𝐴 −𝜔 𝑓 𝜔 2

Il filtro interferenziale riduce la larghezza spettrale e quindi aumenta il 

tempo di coerenza.

Nota: anche senza filtro interferenziale ci aspettiamo che il tempo di coerenza nel caso 

dei conteggi in contemporanea sia maggiore rispetto a quello dei diretti. Infatti, nel 

caso dei conteggi in contemporanea dobbiamo integrare solo sulle frequenze che 

riusciamo ad accoppiare (quindi lo spettro sarà più piccolo)

La funzione A rappresenta il filtro interferenziale



Coerenza spaziale della PDC

BBO

Contatore di 

coincidenze

1

2

45º

t

Ruotando il secondo cristallo di calcite rispetto all’asse longitudinale introduciamo uno 

shift spaziale verticale tra i due percorsi. Se questo shift è maggiore della dimensione di 

coerenza spaziale mi aspetto una riduzione della visibilità delle frange. 

෨𝐹 Δ𝑘𝑦 ∝ 𝑒−
𝑤2

4
Δ𝑘𝑦

2

Le correlazioni spaziali della PDC lungo la direzione verticale sono date dalla trasformata di 

Fourier dell’ampiezza complessa della pompa nella direzione verticale. Considerando un 

profilo gaussiano della pompa con spot w si ottiene:

1° cristallo 2° cristallo

D Dy=Db

dove b è l’angolo di cui ho 

ruotato il cristallo



dove ho scelto come convenzione quella di considerare positivi gli 

angoli presi in senso antiorario per il forone 1 e orario per il fotone 2

ddesso considero che alla distanza f ho una lente con focale f che quindi converte 

l’angolo in una posizione lungo y

sostituendo nella trasformata ottengo:

Questa è la dimensione di coerenza spaziale della PDC alla distanza f. 

Uguale a quella delle speckles del disco di Arecchi.



Adesso riscrivo lo stato dopo il polarizzatore considerando che i due percorsi sono shiftati 

nella direzione verticale di Dy

Nota: la traformata in x non ha effetto perchè i due percorsi non sono shiftati lungo x. 

Al tempo stesso la traformata lungo y non contiene w (al primo ordine) e quindi il suo 

effetto può essere fattorizzato rispetto alla funzione f

Per trovare la probabilità di rivelazione in funzione di t e Dy faccio la traccia (e considero 

normalizzati a 1 gli integrali dei moduli quadri delle funzioni f e F:

Nell’ipotesi che f è simmetrica e F reale



La parte che contiene le correlazioni spaziali dipende solo dalla differenza delle coordinate 

quindi posso fare un cambio di coordinate:

Quindi la visibilità delle frange è:

Dove Vmax è la visibilità massima che ottengo nel cado con Dy e t nulli

Nota: la coerenza spaziale dipende da w, l0 e f. Mentre l0 e f sono stabili w può 

cambiare se il pin-hole del filtro spaziale della pompa si posta nel corso delle 

misure 



Risultati:

w=0.7mm w=0.64mm



Località e realismo
Località:

caso classico (secondo Einstein): i sistemi 1 e 2 

interagiscono per mezzo di un campo che

propaga al massimo alla velocità della luce. 

Inoltre il campo è definito localmente

caso quantistico e relativistico (QFT): il fatto che il commutatore tra gli operatori di 

campo allo stesso tempo sia nullo assicura che eventi space-like non possono

interagire. Ma (sul fronte dello stato) esiste lo stato entangled:

Campo

S2
S1

La teoria di Newton non è locale: Terra 

e Luna interagiscono istantaneamente 

(ho una propagazione superluminale 

dell’informazione)

Le particelle negli stati p e q sono 

correlate non localmente
Ψ =

1

2
𝑝 1 𝑞 2 + 𝑞 1 𝑝 2



caso classico (realismo alla Einstein): il 

sistema possiede “elementi di realtà”, 

caratteristiche  ben definite a priori 

indipendentemente dall'operazione di 

misura

caso quantistico: prima della misura il 

sistema è in una sovrapposizione di 

stati, la misura lo fa precipitare in uno 

degli autostati dell’osservabile.

Realismo:

Anche se non 

misuro affermo 

che la mela 

possiede una ben 

definita velocità

Prima della misura il gatto è in 

una sovrapposizione di stati

nota: l’evoluzione temporale dello stato è 

deterministica e legata ad un certo

operatore unitario. Il collasso della

funzione d’onda è casuale e la sua

avvenuta non è spiegabile tramite la 

parte deterministica della teoria…



Il principio base della QFT è:  

Questo principio assicura da un lato che non siano permessi eventi superluminali e 

dall’altro è responsabile dell’esistenza degli stati entangled. Le due cose non sono 

in contraddizione se dimostriamo che per mezzo di uno stato entangled non è 

possibile propagare informazione in modo superluminale.

osservabile stato



Dimostrazione: nota il valore assoluto

Esercizio: provare a fare il caso



Notazione relativa al numero di 

occupazione

Notazione standard

Voglio dimostrare che :



Dimostrazione: 



Ovvero:

Ho una particella con impulso p e una con impulso q poichè le particelle sono 

identiche posso avere che la prima particella ha impulso p e la seconda q o anche 

la prima q e la seconda p. Queste due ampiezze di probabilità sono sovrapposte.

Ad esempio prendo lo stato 

E dimostro che non è possibile trasmettere informazione in modo superluminale. 

Le due particelle potrebbero essere molti distanti, una sulla Terra e l’altra sulla 

Luna, ma si trovano in uno stato entangled come quello scritto sopra.



Voglio trasmettere istantaneamente il bit di informazione 1 (che corrisponde 

ad esempio ad H) dalla Terra alla Luna. Per fare questo misuro la 

polarizazione del fotone che ho sulla terra.

Il collasso però è probabilistico quindi ho il 50% di probabilità di trasmettere 1 

(quello che vorrei) e il 50% di trasmettere 0 (polarizzazione V).

Dunque anche se il collasso sulla particella che si trova sulla Luna è 

istantaneo l’informazione è persa. Quindi non ho alcuna propagazione 

superluminale dell’informazione ma ho solo generato rumore.



Stato entangled in polarizzazione

s

i z
?Laser

Radiazione “classica”

Due fotoni correlati

( )
isis

VVHH ,1,1,1,1
2

1
+=

ss k


,w

ii k


,w

Stato entangled nella polarizzazione

Generatore dello stato entangled 

da definire



Confronto tra stato entangled e mistura 
statistica

( )
isisent VVHH +=

2

1

Se osservo H e V lo stato entangled risulta indistinguibile da una mistura 

statistica

Ho una probabilità del 

50% di vedere H e del 

50% di vedere V

Stato entangled

Mistura statistica

VVVVHHHH
isisisismix

2

1

2

1
+=

E’ necessario un 

esperimento per distinguere 

i due casi

Nel 50% dei casi genero H e nel 

restante 50% genero V



Misura delle correlazioni non locali 

nella polarizzazione

z
?Laser

s

i
Stato entangled

( ) isentisisentP  ,,, =

Mistura statistica

( ) ismixisismixP  ,,, =

Contatore di 

coincidenze

polarizzatori

Calcolo la probabilità di vedere un 

conteggio in contemporanea in 

funzione degli assi dei due 

polarizzatori





H

V

( ) ( )VH  sincos +=

Poniamo                 e andiamo a vedere cosa succede in funzione di  = 45i
s

( )
4

1
45, =smixP 

( ) ( )−= 45cos
2

1
45, 2

ssentP 

mixP

entP



In questo modo i due casi risultano 

facilmente distinguibili

Il calcolo esplicito viene lasciato per esercizio; considerare che lo stato 

indicato con  è:

s



Generazione dello stato entangled in 

polarizzazione
Asse ottico del cristallo non lineare

Type I phase matching

e = o + o

Pump laser

H

H

H

V

V

90º

P. G. Kwiat et al, 
Phys. Rev. A. 60, R773 (1999)

V

Se ruoto di 90º sia la polarizzazione di pompa che l’asse ottico del cristallo, 

allora anche la PDC avrà la polarizzazione ruotata di 90º



Pump 

V H

H

V

V

H

( ) ( )
is

i

isent VVeHH  sincos +=

2 cristalli non lineari

Se ragionassi “classicamente” concluderei che si genera una mistura statistica 

perché talvolta genero H e talvolta genero V. Ma se considero la meccanica 

quantistica allora devo sommare le ampiezze di probabilità, così facendo ottengo 

uno stato entangled.



Lo sfasamento  tra HH e VV
Lc

3º

( )
ispcristallo

PPA w

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
is

nLki
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kiLik

ent

VVe

HHe

e
PDCcPDC

e
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OffWPDCPDCcp
o
p

3cos/2

2

sin

cos

l

ll



 += −+

Da considerare soltanto i cammini ottici diversi per la parte HH e la parte VV. 

Per la parte HH è da considerare il cammino ottico della pompa nel primo 

cristallo e la parte esterna dovuta al walk-off. Per la parte VV il fatto che la 

PDC generata nel primo cristallo deve attraversare il secondo (attenzione alla 

conservazione dell’impulso trasverso)

Ampiezza complessa del laser

Alto



Controllo del bilanciamento e della fase

2

l

( ) ( ) ( )( )
is

i

isent VVeHH b ++= sincos

b
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( )
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Lamina birifrangente

Lamina birifrangente

Per mezzo di una l/2 e di 

una lamina birifrangente 

con l’asse principale 

disposto sul piano 

orizzontale è possibile 

impostare a piacere  e .

Dopo questi due elementi 

ottici possiamo scrivere 

l’ampiezza del laser nel 

seguente modo:

( ) ( ) ( )( )VH

i

p eeeA ˆcosˆsin  b +

Dal momento che la PDC è 

proporzionale all’ampiezza del 

laser otteniamo:

PDC lamina



𝜓+ =
𝑑𝑓 1

2
𝐻 𝑉 + 𝑉 𝐻

𝜓− =
𝑑𝑓 1

2
𝐻 𝑉 − 𝑉 𝐻

𝜑+ =
𝑑𝑓 1

2
𝐻 𝐻 + 𝑉 𝑉

𝜑− =
𝑑𝑓 1

2
𝐻 𝐻 − 𝑉 𝑉

Base di Bell:

Per generarli uso la lamina posta prima 

del cristallo per settare in modo 

opportuno la fase

Per generarli metto una lamina 

lambda/2 su uno dei due percorsi 

ruotata di 45°per scambiare H e V

𝜓− =
𝑑𝑓 1

2
𝐻 𝑉 − 𝑉 𝐻

Questo stato sembrerebbe antisimmetrico ma i fotoni 

sono bosoni e quindi lo stato deve essere simmetrico. 

Ciò è dovuto al fatto che la notazione standard si 

presta a fraintendimenti.



Devo riscrivere lo stato con la notazione relativa al numero di occupazione 

e far vedere che è simmetrico.

Devo considerare due gradi di libertà: uno è l’impulso perchè il fotone può 

essere diretto lungo s o lungo i e l’altro è la polarizzazione H o V. Quindi 

nella notazione relativa al numero di occupazione ho 4 possibili ket:

𝜓− =
𝑑𝑓 1

2
|H⟩𝑠|V⟩𝑖 − |V⟩𝑠|H⟩𝑖 Notazione standard

𝜓− =
𝑑𝑓 1

2
| ⟩1001 − | ⟩0110

H,s V,s H,i V,i

Notazione relativa al numero di 

occupazione: in questo caso si nota a 

vista che lo stato è simmetrico per 

scambio delle particelle come deve 

essere



Accenni agli effetti di decoerenza
Effetto legato al tempo di coerenza del laser di pompa

( )t

t

ct La fase temporale del laser varia velocemente con 

un tempo di coerenza che è tanto più piccolo 

quando più è largo lo spettro (nel nostro caso è 

circa 1ps)
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Nello scrivere lo stato alla fine dei due cristalli devo considerare che le due 

ampiezze che arrivano nello stesso tempo alla fine dei cristalli sono state 

“generate” a due tempi diversi all’interno dei rispettivi cristalli
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Decoerenza

Quindi acquisizioni fatte a tempi diversi hanno fasi diverse negli elementi 

fuori diagonale. Per ottenere lo stato misurato dobbiamo integrare su tutte le 

fluttuazioni di fase possibili. Ovvero dobbiamo integrare sul tempo:

cep
t

tD
−

=

Quando il delay time diventa confrontabile 

con il tempo di coerenza del laser la 

decoerenza agisce e gli elementi fuori 

diagonale si abbassano



Dibattito sulla meccanica quantistica

Favorevoli Contrari

Bohr

Heisenberg

Born

Dirac

Pauli

Einstein

Planck

De Broglie

Schroedinger

“La M.Q. è degna di ogni rispetto, ma una voce interiore mi dice che non è 

ancora la soluzione giusta. E’ una teoria che ci dice molte cose, ma non ci fa 

penetrare più a fondo i segreti del gran Vecchio. In ogni caso, sono convinto che 

questi non gioca a dadi col mondo.”
Einstein, 1926

La meccanica quantistica prevede correlazioni non locali  e non prevede il 

realismo alla Einstein. Ciò indusse molti fisici a ritenerla una teoria incompleta, 

primo tra tutti Einstein.



“Einstein scendeva a colazione ed 

esprimeva i suoi dubbi sulla nuova teoria 

quantistica, ed ogni volta aveva 

immaginato qualche bell’esperimento dal 

quale si vedeva che la teoria non 

funzionava. ...  Pauli ed Heisenberg, che 

erano presenti, non prestavano molta 

attenzione (macché, tutto va bene). Bohr, 

viceversa ci rifletteva a fondo e la sera, a 

cena, quando eravamo tutti riuniti, 

analizzava minuziosamente il problema 

fino a chiarirlo”
Otto Stern

Convegno di Solvay del 1930

Meccanica quantistica: il sistema è descritto dallo stato e lo stato è una sovrapposizione

di autostati di un osservabile (l’osservabile è un operatore hermitiano perchè gli

autovalori devono essere reali). L’evoluzione temporale deterministica dello stato è 

data da un operatore unitario (in modo che operatori hermitiani siano mandati in 

operatori hermitiani). Quando misuro quanto detto fin qui finisce e inizia un’altra

teoria (tutta ancora da definire nei suoi aspetti di base) attraverso la quale si ottiene

il collasso probabilistico dello stato e quindi il risultato della misura. Dunque, prima 

della misura il sistema si trova in una sovrapposizione quantistica di stati e quando

faccio la misura il risultato è solo di tipo probabilistico.



A. Einstein et al, 
Phys. Rev. 47, 777(1935)

Se, senza disturbare in alcun modo un sistema, possiamo predire con certezza 

il valore di una quantità fisica, allora esiste un elemento di realtà fisica che 

corrisponde a questa realtà.

Secondo E.P.R. lo stato entangled implica che posizione e impulso sono due 

elementi di realtà fisica (posizione ed impulso della seconda particella sono 

noti una volta misurata la prima senza toccare la seconda…). Al tempo stesso 

la M.Q. sostiene che posizione ed impulso non possono essere entrambi 

definiti. Quindi la M.Q. è una teoria non completa.

Paradosso E.P.R. 1935



Non esisteva una procedura sperimentale per rispondere alla seguente 

domanda:

La teoria fisica che meglio descrive la realtà deve essere locale o non 

locale? Deve essere dotata di realismo alla Einstein oppure no? Nota: 

riferendosi ad una QFT la domanda giusta non è se la teoria deve essere 

locale o non locale, ma se deve o meno prevedere correlazioni non locali

La domanda era quindi di tipo filosofico e non scientifico. Una teoria 

scientifica per essere tale deve poter essere supportata 

sperimentalmente.

Situazione prima del 1964

Negli anni 50 furono inoltre formulate le teorie a variabili nascoste per 

tentare di spiegare le apparenti correlazioni non locali per mezzo di una 

teoria locale basata su variabili non accessibili allo sperimentatore (tutto 

è locale e realistico ma il risultato dipende dal valore di variabili non 

note)



La disuguaglianza di Bell

Per mezzo dell’esperimento descritto in precedenza siamo in grado di 

distinguere una mistura statistica da uno stato entangled.

Ma la domanda a cui dobbiamo rispondere è più generale. Lo scopo che ci 

poniamo è quello di escludere l’insieme delle teorie locali o l’insieme 

delle teorie «non locali».

Le teorie a variabili nascoste riescono a mimare abbastanza bene i 

risultati sperimentali e in assenza di uno strumento di carattere generale 

(un po’ come la funzione di correlazione dell’intensità) rimaniamo con il 

dubbio che ne esista una capace di riprodurre esattamente i risultati 

della meccanica quantistica.

La disuguaglianza di Bell è lo strumento che ci permette di escludere 

l’insieme delle teorie locali o quello delle teorie «non locali» (e il realismo?)



Nelle conclusioni



Secondo la meccanica quantistica lo stato di singoletto di due particelle di 

spin=1/2 è:

( )
21212

1
+−−−+= zzzz

In questo caso abbiamo scritto lo stato scegliendo l’asse z come asse di 

quantizzazione. Ma questo stato rimane invariante rispetto alla scelta dell’asse, 

se ad esempio scegliamo l’asse x otteniamo:

( )
21212

1
+−−−+= xxxx

Questo è ovvio perchè questo stato non può avere direzioni privilegiate nello 

spazio essendo nullo lo spin totale.

Ciò che ci interessa notare è che se troviamo che lo spin della particella 1 è + 

allora quello della particella 2 sarà -. E questo rispetto a qualsiasi asse.

Disuguaglianza di Bell secondo lo schema di 

Sakurai



Possiamo formulare una teoria che facendo uso dell’ipotesi di località e di 

realismo racchiude questa proprietà appena ricordata. Possiamo ad esempio 

pensare che se abbiamo molte di queste coppie di particelle queste saranno 

caratterizzate da una serie di popolazioni relative a tre assi diversi come segue:

Popolazione Particella 1 Particella 2

N1

N2

N3

N4

N5

N6

N7

N8

(a+,b+,c+)

(a+,b+,c-)

(a+,b-,c+)

(a+,b-,c-)

(a-,b+,c+)

(a-,b+,c-)

(a-,b-,c+)

(a-,b-,c-)

(a-,b-,c-)

(a-,b-,c+)

(a-,b+,c-)

(a-,b+,c+)

(a+,b-,c-)

(a+,b-,c+)

(a+,b+,c-)

(a+,b+,c+)

Relismo: le particelle del tipo Ni hanno determinate proprietà già prima 

della misura. Il risultato è predeterminato.

Localita’ : il risultati della misura sulle particelle del tipo Ni è indipendente 

dal fatto che sulla particella 1 si misuri lungo a, b o c



Una volta definite queste popolazioni possiamo calcolare le probabilità di 

trovare la particella 1 con lo spin + lungo un certo asse e la particella 2 + 

lungo un altro asse, ad esempio:

( )


+
=++

Ni

NN
baP

43
,

Similmente otteniamo:

( )


+
=++

Ni

NN
caP

42
, ( )


+

=++
Ni

NN
bcP

73
,

Per cui risulta:

( ) ( ) ( )+++++++ bcPcaPbaP ,,,

Dal momento che sicuramente abbiamo:

( ) ( )734243 NNNNNN ++++



Se la disuguaglianza viene violata allora possiamo dire che non eisiste alcun 

tipo di teoria locale in grado di spiegare il risultato.

La disuguaglianza di Bell così formulata crea dei problemi di tipo 

sperimentale. Infatti dal punto di vista procedurale prima di applicare la 

disuguaglianza siamo costretti a verificare sperimentalemente di avere un 

sistema in accordo con la tabella e ciò è molto difficile.

Pochi anni dopo quattro fisici riformularono la disuguaglianza di Bell senza 

questa limitazione, questi quattro fisici sono:

Clauser, Horne, Shimony e Holt.

In questo caso si arriva ad una disuguaglianza del tutto generale che non fa uso 

di nessun tipo di ipotesi particolare sul sistema.



J. F. Clauser et al, 
Phys. Rev. Lett. 23, 880 (1969)

z
Laser

s

i

Rivelatore di 

coincidenze

Vogliamo definire le probabilità                    per mezzo di una teoria a 

variabili nascoste locale:
( )isP  ,

Le coppie di fotoni sono caratterizzate da una certa variabile non nota allo 

sperimentatore che chiamiamo l. Questa variabile sarà caratterizzata da una 

funzione di distribuzione (l) normalizzata.

( ) =1ll d l = polarizzazione nascosta

Disuguaglianza di Bell secondo CHSH
Clauser, Horne, Shimony e Holt



Il risultato di una misura dipende dal valore della variabile nascosta l. Ovvero, 

scelto un certo asse di polarizzazione relativo al polarizzatore sul signal 

possiamo definire una funzione A che assume il valore 1 quando vediamo il 

fotone attraverso il polarizzatore ad angolo a e -1 quando vediamo il fotone ad 

angolo a

a

a.

( )




−
=

a

a
al

V

H
A

1

1
,

Il risultato dipenderà 

dal particolare valore 

che assume l

Considerando l’asse a sul signal e l’asse b sull’idler avremo:

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
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( )
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( ) ( )

( ) ll
blal

ba

ll
blal

ba

ll
blal

ba

ll
blal

ba

d
BA

P

d
BA

P

d
BA

P

d
BA

P
















 −







 −
=⊥⊥








 +






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
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,

2

,1

2

,1
,

2

,1

2

,1
,

2

,1

2

,1
,

⊥

⊥



La cosa importante da notare è che il valore di A non è correlato al valore 

assunto da B (Località ).Inoltre (da notare) il risultato della misura è correlato 

al valore di l ma non è necessario che A e B abbiano valori unicamente definiti 

una volta impostata l, la dimostrazione infatti procede in modo simile se 

consideriamo A e B delle probabilità (ipotesi di Realismo non necessaria)

Prima di introdurre il parametro S va definita E:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⊥−⊥−⊥⊥+= bababababa ,,,,, PPPPE

Sostituendo le precendenti in E si dimostra facilmente che:

( ) ( ) ( ) ( )= llblalba dBAE ,,,

Adesso scegliamo quattro angoli a, b, a’, b’ e definiamo S:

( ) ( ) ( ) ( )',','',, baEbaEbaEbaES ++−=

Usando la precedente abbiamo:

( ) ( )= lll dbabasS ',',,,



Dove risulta:

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ',,',',,,',',,, bBbBaAbBbBaAbabas lllllll ++−=

Poiche A e B possono assumere soltanto i valori +1 o -1, s potrà assumere 

soltanto i valori +2 o -2. Dunque la media di s ovvero S potrà assumere solo 

valori compresi tra +2 e -2. Quindi per ogni teoria locale:

2S

Questo risultato è completamente generale e vale per qualsiasi teoria locale 

e non dipende da particolari ipotesi sul sistema sul quale vengono fatte le 

misure.



Una procedura per la determinazione di S

Prendiamo per vera la meccanica quantistica e applichiamo la procedura allo 

stato:

( )
isisent VVHH +=

2

1

Con le regole della M.Q. scriviamo le probabilità ( )ba ,P

𝑃 𝛼, 𝛽 = 𝛼 𝑖 𝛽 Ψ𝑒𝑛𝑡
2 =

1

2
cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 2

Poi scegliamo gli angoli a,b,a’, b’ con la seguente regola:

a

b

a’

b’


















=

=

=

=







3'

2'

0

b

a

b

a



Così facendo otteniamo S attraverso la M.Q. come funzione di . Quindi 

notiamo che esistono valori di  per i quali la disuguaglianza di Bell viene 

violata

( )S



( ) 828.2225.22 =S



In un caso realistico la matrice densità della radiazione non sarà esattamente 

quella di uno stato entangled, infatti, se consideriamo gli effetti di 

decoerenza otteniamo: 

( ) mixent pp  −+= 1

Per mezzo di questa matrice densità è possibile ricalcolare S che adesso sarà 

funzione sia di  che di p. In particolare S tende a diminuire al diminuire di p 

quindi sarà opportuno misurare la p dello stato ottenuto.

( )S



1=p

7.0=p
5.0=p



Procedura sperimentale per S

1) Per prima cosa si misura la p dello stato generato. Nel nostro caso la p è 

uguale alla visibilità :

2) Si grafica S in funzione di  e si determina il valore ottimale di  :

( ) mixent pp  −+= 1

( ) ( )

( ) ( )
p

ppp

ppp

MinMax

MinMax
Vis =

−+−+

−−−+

=
+

−
=

1
4

1
1

4

1

2

1

1
4

1
1

4

1

2

1



3) Per ogni valore di E servono 4 misure (quindi 16 in tutto).

4) Una volta trovati i 4 valori di E si ottiene S:

5) E’ fondamentale propagare l’errore su S in modo da sapere per quante 

deviazioni standard la disuguaglianza viene violata.

( ) ( ),0, EbaE =   3',2',,0 ==== baba

Pol1 Pol2 Ncoinc

0  N(0,)

90 +90 N(90, +90)

90  N(90,)

0 +90 N(0, +90)

( )
( ) ( )
( ) ( ) )90,0(),90(90,90,0

)90,0(),90(90,90,0
,0

+++++

+−−++
=






NNNN

NNNN
E

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3,2,23,0,0 EEEES ++−=



Riformulazione della disuguaglianza di Bell secondo CHSH senza l’ipotesi di realismo

Ridefinisco i nuovi A e B in modo che rappresentino una probabilità (quindi un 

valore compreso tra 0 e 1):

rappresentano le probabilità di vedere le particelle 

lungo gli assi a e b data l

Quindi la relazione con i vecchi A e B è:

Sostituendo nel risultato per s si ottiene:

Questo nuovo s è sempre compreso tra -2 e 2 (mentre prima era o 2 o -2). 

Quindi la disuguaglianza per S continua a valere



Esempio: valori di s per i 4 valori di                  estratti a caso tra 0 e 1

Ricapitolando:

1) l’ipotesi di realismo non è necessaria per la formulazione della 

disuguaglianza di Bell

2) Se la disuguaglianza viene violata allora la teoria che meglio descrive la 

realtà presenta correlazioni non locali. A questo punto ci si deve chiedere 

se questa teoria è dotata o meno di realismo alla Einstein

3) Se la teoria è dotata di realismo allora le correlazioni non locali possono 

dar luogo ad effetti superluminali (perchè non posso avere un collasso 

prababilistico dello stato), quindi affinchè la teoria non violi la relatività 

non deve essere dotata di realismo alla Einstein





Il tempo di volo è 40ns mentre il 

tempo di switch è 10ns. Inoltre i due 

modulatori sono scorrelati.

10ns
Quindi la modulazione 

avviene a 50MHz 







Inizialmente ho i due stati:

111
VHQ ba +=

( )
323223 2

1
HVVH −=−

Lo stato complessivo è:
231 − Q

Adesso riscrivo questo stato usando la base de Bell per i fotoni 1 e 2, ovvero, 

uso le seguenti :

( )
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( )
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
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Ottengo:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) =−−−+

++−+=

=−+

+−=

−+−+

−+−+

−

3121231212

3121231212
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321321231
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1
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1

2

1
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HVVVHV

HVHVHHQ
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1
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HV

HV
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ba

ba

ba

+−

++−

++

+−=

−

+

−

+ Se proietto lo stato relativo ai 

fotoni 1, 2 su uno dei 4 stati di 

Bell automaticamente 

teletrasporto lo stato del 

fotone 3. Sapendo quale dei 4 

stati di Bell è stato selezionato 

Bob sa cosa fare per ottenere 

lo stato Q.



Se mando i fotoni 1 e 2 su un BS e questi sono sovrapposti entro il 

loro tempo di coerenza ottengo (esercizio):

12−

C

12

12

12

+

−

+







C

0

Posso vedere conteggi in 

contemporanea
Non posso vedere conteggi in 

contemporanea

1

2



Quindi se vedo conteggi in contemporanea tra i rivelatori 1 e 2 automaticamente il 

fotone 3 si troverà nello stato Q (ciò solo se i fotoni 1 e 2 arrivano 

contemporaneamente, ovvero sono indistinguibili, sul BS):

Risultato:

Conteggi 

tripli tra i 

rivelatori 

1, 2 e 3*

Q

Proiezione su 

3

Il delay si ottiene traslando lo specchio 

di ritorno sul cristallo non lineare

* Per il fotone 3 ho 

due rivelatori uno 

relativo alla pol 

+45º e l’altro -45º



Osservazioni:

1) Senza uno stato entangled Alice non potrebbe fare una sola misura e 

spedire a Bob tutte le informazioni per ricostruire lo stato Q (infatti 

per ottenere la matrice densità dello stato Q servono 4 misure).

2) Nell’esperimento di teletrasporto la potenzialità dello stato entangled 

non viene pienamente sfruttata, infatti il teletrasporto ha successo 

soltanto nel 25% dei casi (tralasciando il problema della QE), ovvero, di 

fatto non ho un vantaggio effettivo rispetto al caso in cui faccio una 

tomografia dello stato con 4 misure (Phys. Rev. A, 64, 052312 (2001) 

Measurement of qubits, D. F. V. James et al.)

3) Modificando l’apparato potrei distinguere 3 casi su 4 ed arrivare così a 

dover fare solo 2 misure invece di 4 (dense coding). Sfruttando un altro 

grado di libertà potrei arrivare al superdense conding ma l’apparato 

sarebbe notevolmente più complesso. (Nature Physics  4, 283 (2008), 

Beating the channel capacity limit for linear photonic superdense 

coding, J. T. Barreiro et. al)
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