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1. GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Testi consigliati: [AT], [B], [dC], [D], [DNF1], [DNF2], [N1], [Tu].

1.1. Varieta differenziabili.

1.1.1 Definizione di varieta (provvisoria). Sia M un insieme. Una carta di M ¢ una
coppia (U, x), dove U C M & un sottoinsieme e z : U — z(U) (C R™) & una biiezione tale che
x(U) sia un aperto di R™.

Due carte locali (Uy, z4), (Us, z3) sono dette compatibili se

Fso = zg0x,' 1 2,(Uy NUR) — 25U, N Up)

¢ un diffeomorfismo, cioe Fjp, ¢ liscia (di classe C*), F 5_03 esiste ed e liscia. Si noti che F 5_@1
esiste sempre perché F ! = (zgox ') = zq 05" = Fop.

Un atlante di M & una collezione {(U,,z4)}aer di carte locali compatibili tale che M =
UaerUa.

Una varieta differenziabile (di dimensione m) & una coppia (M,.A) dove M & un insieme e A
¢ un atlante di M. (Rif: [AT], 2.1.)

1.1.2 Esempi. Un esempio di varieta ¢ lo spazio vettoriale R™ con I'atlante dato da una sola
carta, {(R",idgn)}. Un sottoinsieme aperto U di una varieta M, con le restrizioni delle carte
di M ad U, & una varieta.

1.1.3 Topologia. Una topologia su un insieme M ¢ una famiglia 7 := {U, }qes di sottoinsiemi
U, C M t.c.:

(1) l'insieme vuoto ) € T e M € T,
(2) UaesU, € T per ogni sottoinsieme J C 1,
(3) NaesUy € T per ogni sottoinsieme finito J C I.

Gli U, € T sono detti aperti di M (per la topologia T) e (M,T) & detto spazio topologico.
Uno spazio topologico (M, T) & detto di Hausdorff se dati p, g € M con p # ¢, esistono aperti
U,V (cioe, UV € T), taliche pe U, qge VeUNV ={. (Rif: [N1], Cap 1.)

1.1.4 Esempi. Dato un insieme M, esempi di topologie su M sono T := {0, M} e il caso in
cui 7 e la famiglia di tutti i sottoinsiemi di M, detta topologia discreta.

Un esempio piu interessante ¢ il caso in cui M = R” e un sottoinsieme U C R" ¢ aperto se
U = U;B,(pi), un unione di palle B¢(p) := {x € R" : ||z — p|| < €}.

Il primo esempio non e di Hausdorff se {M > 2; gli altri due esempi sono di Hausdorff.

1.1.5 Definizione di varieta. Nella definizione di varieta si richiede che M sia uno spazio
topologico di Hausdorff, e che le carte x : U — x(U) siano tali che V' C U ¢ aperto in M se, e
solo se, (V') & aperto in R™.
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Si richiede inoltre che la topologia di M sia a base numerabile, condizione tecnica verificata
per gli esempi considerati in queste note.

1.2. Sottovarieta.

1.2.1 Diffeomorfismi. Sia U C R™ un sottoinsieme aperto. L’algebra delle funzioni lisce su
U si indica con C*(U). Sia

F:<F1,F2,...,Fn):U—>Rn

un’applicazione liscia, cioé ogni F; : U — R & in C*°(U). Un’applicazione liscia F': U — V :=
F(U) (C R") ¢ detta diffeomorfismo su U se esiste un’applicazione liscia G : V' — U tale che
FoG =1idpyye GolF =idy. In tal caso si ha m =n.

La matrice jacobiana di F'in p € U ¢ la matrice n x m definita da:

(0F1/0t1)(p) ... (0F1/0tn)(p)
Jp(F) = (€ Mnm(R)),
(OF,/ot1)(p) ... (OF,/0ty)(p)
dove le ¢; sono le coordinate su R™. Per z € R™, il vettore J,(F)z € R™ ¢ dato da:
Jp(F)x = (dF (p + tx)/dt);=o.

Il seguente teorema mostra che J,(F') determina il comportamento di F' ‘vicino’ a p.

1.2.2 Teorema della funzione inversa. Sia U un aperto in R™ e sia ' : U — R™
un’applicazione liscia. Supponiamo che la matrice jacobiana J,(F') sia invertibile in un punto
p € U. Allora esiste un intorno aperto U’ di p tale che F(U’) sia aperto e che I’applicazione
Fiyr : U — F(U’) sia un diffeomorfismo.

(Rif: [B].)

1.2.3 Teorema. Sia U C R™™™ un aperto e sia
F:U—R"™ (UcR™m)

un’applicazione liscia. Sia b € R™ tale che J,(F') abbia rango massimale (cioe rango m) in ogni
punto a € F~1(b) (tale F' ¢ detta sommersione su F~!(b)). Allora M := F~1(b) ¢ una varieta
di dimensione n.

In pit, carte locali di M sono del tipo (V,¢) dove ¢(z1,. .., Tpim) = (@i, ..., x;,) (cioe, ¢
e la proiezione su certe n delle n + m coordinate) e l'inversa di ¢ & una parametrizzazione
locale di M del tipo ¢~ (y) = (V1(y), - - -, Ynim(y)) dove ogni 1; ¢ una funzione liscia sul aperto
o(V) C R™

Dimostrazione([AT], Prop. 2.1.38) Sia a € F~'(b). Siccome J,(F) ha rango m, dopo
un’eventuale permutazione delle coordinate su R™*  possiamo supporre che la sottomatrice

B = ( Ok (a))
0Ty ij=1,...m
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sia invertibile. Definiamo un’applicazione liscia
G:U — R"™, G(z) = (x1,...,2n, Fi(2),..., Fu(x)).

Allora

1.(G) = (i g) quindi  det(J,(G)) = det(B) # 0.

Per il Teorema della funzione inversa 1.2.2, esiste un intorno U C U di a tale che G : U —

W := G(U) sia un diffeomorfismo, sia H := G~. Per y € W si ha:

G(H(y)) =Yy = (yla-"vynayn-i-la'"7yn+m)-

D’altra parte, dalla definizione di G si ha:

G(H(y) = GHL(Y), - Holy), Hu1(y), - -, Huom(y))
= (Hi(y),....Ha(y), Fi(H(y)),-.., Fa(H(y))).

Quindi troviamo:
yi = Hi(y), 1<i<n, Ynti = Fi(H(y)) 1<i<m.
In particolare, si ha H(y) = (Y1, -+, Yn, Hus1(y),s - - ., Huom(y)) € la composizione
FoH:W — R"™  yvw— F(H(y)) = (Fi(H(y), -, Fa(H®))) = (Yns+15- - Yntm)

¢ un’applicazione lineare(!). Il ‘cambio delle coordinate’ su R**™ dato da G (con inversa H)
ha quindi linearizzato 'applicazione F'. Visto che H : W — U ¢ una biiezione, si ha:

r € UNFYb) < = =H(y) e F(H(y) = b,
cioe
UNF(b) = H{y €W (Ynsts s Ynam) = (b1 b)),
quindi abbiamo una parametrizzazione di U N F~'(b) data da
Py = Yn) = Wi Yo Haa (V0), o Huen (', 0))
con inversa la carta x = z, di M che e semplicemente la proiezione:
r=x,: U — R" (1, ooy Ty Tty e oy Toem) — (T2 000 Tpy)-

E facile verificare la compatibilita di queste carte, se 2’ ¢ un’altra carta data dalla proiezione
su, per esempio, le n coordinate xs, ..., z,.1, allora si ha:

(xlox_l)(ylw'wyn) = x/(ylv"'ayn7Hn+1(y/7b)v"-7Hn+m<y,7b)) = (yQa"'ayn7Hn+1(y,7b))

che ¢ un’applicazione liscia. 0
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1.3. Esempi di varieta.

1.3.1 Esempio: la sfera. Sia F': R""' — R Papplicazione definita da F'(z) = 25 +...+22 .
Usando le carte locali sulle varieta R**! e R che sono individuate dalle identita, si ha:

n+1

F(r)=> af,  Jo(F)= (221225 ... 2241).
=1

Se x # 0, la matrice J,(F) ha rango 1 = dimR e concludiamo che F' ¢ una sommersione
sull’aperto R — {0} di R™"*!.

Dal Teorema 1.2.3 segue allora che F~'(1) ¢ una sottovarieta di R™™, quindi la sfera di
dimensione n ¢ una varieta:

St={zeR": > a?=1} =F(1).

1.3.2 Esempio: il gruppo SL(n,R). Mostriamo che il gruppo delle matrici con determi-
nante 1 e una varieta. Sia

F=det: M,(R)~2R" — R, A= (a;)—> det(A).

Per calcolare 0 det /0z;; si sviluppi il determinante della matrice X = (x;;) rispetto all’i-esima
riga:
det(X) = det(z;) = Y (—1)"ay; det(Xy),

J=1

dove X;; € M,_1(R) ¢ la matrice ottenuta cancellando 1’i-esima riga e la j-esima colonna della
matrice X. Poiché in questa formula z;; compare soltanto davanti a det(X};), si ha:

0det /6% = (-1)i+j det(XZ]>

Quindi la matrice Jx(F), con una sola riga e n? colonne, ha rango massimale se det(X;;) # 0
per almeno una coppia 4,j. La formula qui sopra mostra inoltre che det(X) # 0 implica che
almena una delle det(X;;) e diversa da zero.

Quindi, per X nell” aperto GL(n,R) di M,(R), dato dalle matrici con det(A) # 0, la matrice
jacobiana Jx (F') ha rango massimale. Percio det ¢ una sommersione su

SL(n,R) ={A € M,(R): det(A) =1} = F*(1).

Dal Teorema 1.2.3 segue che SL(n,R) ¢ una varieta di dimensione n? — 1.
Un altro modo di mostrare che det ha rango massimo su GL(n,R) & di usare il fatto che per
un’applicazione liscia v : R — M, (R) si ha:

Jo(det oy) = Jy o) (det)Jo(7),
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dove si noti che Jy(detoy) = (d/dt)(det(v))(0

e una matrice 1 x 1. Sia X € GL(n,R) e
definiamo 7(t) = (1 + )X € M,(R). allora (0) =

Jo(detoy) =

)

)
((d/dt)(det((1 + 1) X)) =0
((d/dt)((1 + )" det(X)) =0
= (n(1+t)" " det(X))e=o

= ndet(X) #0.
Pertanto, J,(o(det) = Jx(det) # 0 e siccome Jx(det) ha soltanto una riga, concludiamo che

det ha rango massimo in X € GL(n,R).

1.3.3 Esempio: il gruppo O(n,R). Il gruppo ortogonale reale ¢ il sottogruppo di GL(n,R)
definito da

O(n,R):={Ae M,(R): "AA=1T},

in particolare, per A € O(n,R) si ha A~! ='A. Per mostrare che O(n,R) ¢ una sottovarieta
di GL(n,R), definiamo prima

Sym,(R) :={X € M,(R): 'X =X},

cioe, Sym,(R) ¢ lo spazio vettoriale reale delle matrici n x n simmetriche. Si noti che
dim Sym,,(R) = n(n 4 1)/2. Definiamo poi un’applicazione liscia tra spazi vettoriali:
F: M,(R) — Sym,(R), A——TAA,
e notiamo che O(n,R) = F~1(I). Mostriamo che F ¢ una sommersione su F~!(I).
Sia A € F~1(I), dobbiamo mostrare che J4(F') ha rango massimo, oppure, equivalentemente,
che J4(F) ¢ un’applicazione suriettiva. Se consideriamo J4(F) come matrice con n? colonne

e n(n +1)/2 righe, allora per X € M,(R) che corrisponde a x € R™ si ha che J4(F)z =y €
R™"+1D/2 " dove y corrisponde alla matrice simmetrica Y data da:

Y = LF(A+2X)p=o se y=Js(F)z.
Per A€ F7(I) e X € M,(R), si ha:

LPA+AX)poo = S(H(A+AX)(A+AX)) s
= %(tAA + AMPAX + X A) + N ("X X)) pzo
= 'AX +tXA.

Si noti che “AX +'X A = 0 equivale a'AX = —'X A e, poiché —'X A = —(*AX), questo equiv-
ale inoltre a 'AX = —'(*AX), cioe "AX & una matrice antisimmetrica. Poiché A & invertibile
otteniamo un isomorfismo

ker(Ja(F)) = {X € M,(R): 'AX = —'({AX)} =5 {Z € M,(R):'Z = ~Z}, X +—"'AX,

con inversa Z — 'A~'Z. Quindi dimker(J4(F)) = n(n — 1)/2 per ogni A € F~'(I) e percid
dimim(J4(F)) = n* —n(n —1)/2 = n(n + 1)/2 = dim Sym,,(R). Concludiamo che J4(F) ha
rango massimale per ogni A € F~(I) e quindi che F ¢ una sommersione su O(n, R).
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Si ricordi che O(n,R) ha due componenti connesse: una ¢ il gruppo
SO(n,R) ={A € O(n,R) : det(A) =1},

l'altra ¢ data dalle matrici A € O(n,R) con det(A) = —1. Abbiamo mostrato che entrambe
sono varieta di dimensione n(n —1)/2.

1.4. Applicazioni lisce e funzioni lisce.

1.4.1 Applicazioni lisce. Siano M, N varieta differenziabili di dimensione m ed n rispetti-
vamente. Sia

f:M—N

un’applicazione continua. L’applicazione f e detta liscia in p € M se per ogni carta (U, z) di
M, con p € U, e ogni carta (V,y) di Y, con f(p) € V, applicazione

yofoa™ ra(UNf (V) —y(V) (CR")

¢ liscia in x(p) € (U N f~1(V)) (C R™). Se scriviamo F' = yo foz™! allora F = (Fy,..., F},)
¢ definita sull’aperto x(U N f~1(V)) di R™ che contiene z(p) e f liscia in p vuole dire che ogni
F; ¢ liscia nel punto z(p).

Per verificare se f ¢ liscia in p € M, basta verificarlo per una sola carta (U, z) e una sola
carta (V,y). Infatti, se (U’,2'), (V',y) sono altre carte, si ha:

yofo(x) " =@Woy oyoforto(xo(a) ).
-

N\—1 1

Poiché le applicazioni 3’ oy, z o (x sono diffeomorfismi, e per ipotesi y o f o x™" & liscia,
segue che l'applicazione y' o f o (2/)7! ¢ liscia.
L’applicazione f e detta liscia se e liscia in ogni p € M. E facile verificare che la composizione

di due applicazioni lisce ¢ liscia.

1.4.2 Funzioni lisce. Un caso particolare di applicazioni lisce sono quelle della forma
f:V—R,

dove V & un aperto in una varieta M. L’algebra delle funzioni lisce su V' ¢ indicata con C*(V').

Un esempio importante di funzioni lisce e quello delle funzioni coordinate di una carta. Sia
(U,z = (x1,...,2,)) una carta di M, allora z; € C>(U), per ogni i = 1,...,m, perché se
(t1,...,tm) = x(p) € z(U) C R™ allora:

(ziox )ty ... ,tm) = 25(p) = t;

e la funzione (t4,...,t,) — t; & ovviamente liscia.

2. SPAZI E FIBRATI TANGENTI
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2.1. Lo spazio tangente.

2.1.1 Germi e derivazioni. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e sia p € M.
L’algebra dei germi delle funzioni lisce in p e

C(M,p) :={(U, f)}/ ~,

dove U ¢ un intorno aperto di p e f : U — R & una funzione liscia. Per tali (U, f),(V,g) si
definisce (U, f) ~ (V,g) se f = g su un intorno di p. La classe, il germe, di f dipende soltanto
dal comportamento di f ‘molto vicino’ a p. Di solito, scriveremo semplicemente f invece di
[(U, f)] per il germe definito da (U, f).

Una derivazione su C*°(M, p) & un’applicazione

- v(Af + pg) = M (f) + po(g)
v:C%(M,p) — R, t.c. ’
(M:2) Lot it Lot
per f,g € C*(M,p) e \,u € R, cioe v & R-lineare e soddisfa la regola di Leibniz. L’insieme
delle derivazioni su C*°(M, p) & uno spazio vettoriale reale tramite

(Av + pw)(f) = x(f) +pw(f) (A peR, feC(M,p)),
dove v, w sono derivazioni su C*(M, p).
Questo spazio vettoriale ¢ detto spazio tangente di M in p e si indica con T,M. Una
derivazione in T, M si chiama vettore tangente.
Esempi di tali derivazioni si ottengono nel modo seguente. Sia (U,¢ = (z1,...,z,)) una
carta di M con p € U. Si definisce

(0/0z:)p : C*(M,p) — R, (0/0z:)p(f) = a(fg—t?)(ﬁﬁ(p)),

dove le funzioni ¢; sono coordinate su R™. Si noti che f o ¢~! ¢ liscia in un intorno di ¢(p) in
R™. E facile verificare che (9/0x;), € T,M.

2.1.2 Una base dello spazio tangente. Si puo mostrare che le derivazioni (0/0x;),
1 <7 < m, definite come sopra, sono una base di 7, M. In particolare, dim 7, M = dim M = m.
Sia v € T,M, allora v = ) a;(0/0x;), per certi a; € R. Poiché x; € C*(M,p) e (x; o
& N (ty, ..., ty,) =t si ha:

((9/8:702)“,(1]) = 52‘3‘,
dove 9;; ¢ la delta di Kronecker. Applicando la derivazione v all funzione z; si ottiene quindi il
coefficiente a;:

v(z;) =Y ai(0/0x:)p(x;) = aj.
i=1
In particolare, se (V¢ = (y1,...,ym)) € un’altra carta di M con p € V, abbiamo anche i
vettori tangenti (0/0y;);, € T,M. Per esprimere questi vettori tangenti come combinazione
lineare delle (0/0x;), si noti:

m

(2/0y;)ip ch 0/0x),  con ¢y = (0)0y;)p(xi),

i=1
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che generalizza la ben nota formula 0/0y; = >_,(0x;/0y,)0/0x;.

2.1.3 Vettori tangenti e cammini. Un altro modo per definire un vettore tangente in 7, M
e il seguente. Sia e > 0 e

vi]-ee— M, ~(0)=p

un’applicazione liscia, detta cammino. Definiamo

o dfov)
«  C(M, R, . = )
weemr) =R = ()

E’ facile mostrare che 7, € T,,M. Si scrive anche 7, = +/(0) ([AT], Esempio 2.3.14).
Viceversa, data una carta (U, ¢ = (z1,...,2,,)) di M con p € U e un vettore tangente
v=>0a;(0/0x;)), € TyM, sia a = (ay,...,a,) € R™. Definiamo un cammino

Y :] - €, 6[—> Ma 7(7_) = ¢71(¢(p) + T&)
con € tale che ¢(p) + 7a € ¢(U) per 7 €] — €,¢[. Si verifica che v, = v, quindi ogni vettore

tangente si ottiene tramite un cammino.

2.1.4 Lo spazio tangente ad uno spazio vettoriale. Un caso importante, anche se banale,
e M =V, uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Per p € V si ha un isomorfismo
‘naturale’ tra V' e T,V nel modo seguente:

V= T,V, a+— Vs, con (1) =p+Ta.
Se V' = R™, Iisomorfismo ¢ dato da a = (ai,...,a,) — Y a;(0/0t;),. Questo isomorfismo
verra usato in varie occasioni in futuro.
2.1.5 1l differenziale di un’applicazione liscia. Sia f : M — N un’applicazione liscia tra
varieta. Per p € M definiamo un’applicazione lineare, il differenziale di f in p:

(df)p : T,M — Ty N, v— [g+—v(go f)],

dove v € T,M e g € C*(N, f(p)) (e quindi go f € C*(M,p)).
Se 7. € T,M ¢ definito da un cammino +, allora (df),v. € Ty N € definito dal cammino
f o~y perché per g € C¥(N, f(p)):

(df)p1)(9) = (g o f) = (dgo (f 07))/dT)jr=0 = (f ©V):(9)-
Per una composizione di applicazioni lisce
gof M- N5 K siha  (dgof), = (dg)sp o (Af)p,
perché per ogni v € T,M e ogni h € C*(K, g(f(p))) si ha:
(dgof)p(v)(h) =v(hogof) = (df)y(v)(hog) = (dg) s ((df)p(v))(h) = ((dg)smo(df)y)(v)(h).

2.1.6 1l differenziale e la matrice jacobiana. Siano (U,¢ = (z1,...,2,)) ¢ (V9 =
(Y1,...,yn)) carte di M e N rispettivamente con p € U e f(p) € V. Delle basi di T,M e T, N
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sono rispettivamente i vettori dati da (0/0x;)|, e (0/0y;)|s()- La matrice (v;;) dell’applicazione
lineare (df), ¢ data da:

(df)p((8/0z5),) = Zvij(a/ayi)lf(p)-

Usando (0/0y;)|7(p) (yj) = 045 si trova:

Vij = ((df>p((a/axj>lp) (vi) = (8/a$j)|p(yi o f).
Se scriviamo F' = (F,..., F,) = o fo¢ ! allora F; =y;0 fogp te

w=(5n) men = (P52 o) = (5) e

Ne concludiamo che la matrice del differenziale (df), : T,M — Ty N, rispetto alle basi
(0/0x;)1p € (0/0y)) sy di Ty,M e Ty, N € la matrice jacobiana Jy) (F).

2.1.7 1l fibrato tangente. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. L’unione
disgiunta degli spazi tangenti ad M e indicata con

T™ = [[T,M, sia 7:TM — M, vip

peEM

sev € T,M. Sia (U, ¢ = (x1,...,%,)) una carta locale di M. Allora per ogni p € U, i vettori
tangenti (0/0x;)|, sono una base di 7,M. Quindi otteniamo una biiezione

~

®: TU :=7 " (U) — U xR™ =5 ¢(U) x R™ (C R™ x R™ = R*™)

data da
v=">ai(0/0x:), — (p, (a1, am)) — ((p), (a1, ..., am)).

Si noti che p = 7(v).

Si puo mostrare che esiste una topologia di Hausdorft su T'M t.c. m sia continua. Inoltre,
TM ¢ una varieta differenziabile, di dimensione 2m, con carte (TU, @) ottenute da carte (U, ¢)
di M come sopra. In particolare, ® : TU — ¢(U) x R™ & un omeomorfismo.

Per esempio, se V' & uno spazio vettoriale, allora

VXV =TV, (pa)—
con (1) = p+ Ta.
2.1.8 Esempio: il fibrato tangente a una sottovarieta. Sia f : M — N una sommersione
su K = f~1(y) per un certoy € N. La fibra K & una sottovarieta di M di dimensione r = m—n

dove m = dimM e n = dim N (vedi 1.2.3). Per ogni p € K lo spazio tangente T,K ¢ un
sottospazio di T,M. Se (U,¢ = (x1,...,x,)) ¢ una carta di M con p € K NU e tale che

KnU={xeM: z..1(z)=... =z,(z) =0}, allora T,K ¢ il sottospazio di T, M con base
(0/0x;), per 1 <i <.
Sia v € T,K definito da un cammino v :] — ¢,¢[— K. Pertanto, f(y(7)) = y, un cammino

costante per ogni 7 perché f(K) = y. Di conseguenza, (df),(v) = 0 € T,N, cioe T,K C
ker((df),). Poiché I'applicazione lineare (df), ¢ suriettiva, essendo (df), dato dalla matrice
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jacobiana in carte locali, segue che dim7,K = dim K = n — m ¢ uguale a dimker((df),),
percio:

T,K = ker((df), : T,M — TyyN)  (p € K).
Cosi, con ovvio significato, TK = ker(df : TM — TN).

2.1.9 Esempio: il fibrato tangente di S™. Si ricordi (vedi Esempio 1.3.1) che S" = f~1(1),
dove

f:R" S R, x:(:z:l,...,an)r—>x%+...+xi+1
¢ una sommersione sulla n-sfera S™. Per x € S" e y € T,R"*! = R"*! abbiamo che y € T,5" se,
e solo se, (df).(y) = 2x1y1 + ... + 225 411Yns1 = 0. Sia (,) il prodotto scalare euclideo standard

suR™™ (2,9) = 2191 + ... + Tpy1Yny1. Stando attenti a non confondere le coppie (z,y) con il
prodotto scalare (z,y) abbiamo allora:

TS" = {(z,y) € R"" x R"™ = TR : (z,2) =1, (z,y) =0}.
Non e difficile verificare che ’applicazione
F:Rn+1 XRnJrl —>R27 (x,y)l—>((x,x),(1:,y))

¢ una sommersione su F71((1,0)). Quindi 7'S™ ¢ una sottovarieta di R*"*2 e questa struttura
di varieta su T'S™ coincide con quella data dalle carte (T'U, ®) come in 2.1.7.

Nel caso n = 1, il fibrato tangente T'S* ¢ diffeomorfo al prodotto S* x R. Un tale diffeomor-
fismo ¢ dato da

f:S'xR—TS, (1, 22), 1) — (2,9) = (21, 22), t(—22, 1))
In modo simile, su una sfera S?"*! di dimensione dispari si ha il campo di vettori
X S2n+1 — TS2n+1, (.’171, ce ,.CEgn) — (.’172, —T1,T4, —T3,...,Top, —.Tgn_l),

che non ¢ nullo in ogni p € S*"*!. Invece si pud mostrare che dato un campo di vettori X su
S esiste almeno un p € S*" tale che X (p) = 0.
Per dare qualche idea su come ¢ fatto il fibrato 7'S?, definiamo il fibrato tangente unitario:

T152 = {(flf,y) € TSQ : (ZE,[L’) = (y7y) =1, ($’y) = 0}

Si noti che ogni fibra 7= !(z) di m : T1.5% — S? ¢ diffeomorfa a S'. E’ facile verificare che T} 5%
¢ una sottovarieta di R? x R? e quindi anche di T'S?.

La varieta T15? ¢ diffeomorfa a SO(3) = {4 € O(3) : det(A) = 1}. Si ricordi che una
matrice A = (aq|az|as), con colonne a;, appartiene a SO(3) esattamente se le colonne sono
una base ortonormale di R?, cio¢ |a;|? = (a;,a;) = 1 e (a;,a;) = 0 se ¢ # j. Poi si ricordi
che dati, due vettori =,y € R3, il loro prodotto vettoriale  x y & perpendicolare a entrambi
e |z x y| = |z||y|seng dove ¢ €]0, x| ¢ 'angolo tra i vettori z,y (nel piano (x,y)). In piu,
det(z,y,z X y) > 0 in quanto i vettori z, y, z X y sono orientati. Da cio segue che 'applicazione

f:TS? — SO(3), (x,y) — A = (z|y|lz x y)

¢ ben definita ed ¢ facile vedere che f e f~! sono lisce.
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2.2. Campi vettoriali e parentesi di Lie.

2.2.1 Campi vettoriali. Sia M una varieta differenziabile e sia 7 : TM — M il fibrato
tangente. Un campo vettoriale X su un aperto V di M ¢ un’applicazione liscia

X:V—=TV:=1YV) t.c. moX =idy.
-1

Si noti che m(X (p)) = p implica che X (p) € 7~ '(p) = T, M. Quindi un campo vettoriale su V'
da per ogni p € V un vettore tangente X(p) in T,M. Se (U,¢ = (x1,...,x,)) € una carta di
M con U C V allora per ogni p € U si ha

X0 =) 5 )|p Fo ot an) (i)lp, (w(p) € R)

8_:101 0%,

e X liscia su U equivale a dire che gli a; : U — R sono funzioni lisce. L’insieme dei campi
vettoriali su V' si indica con X' (V).

Dati i campi vettoriali X, Y € X (V) e le funzioni lisce f,g € C*(V), definiamo un campo
vettoriale fX 4 gY su V nel modo seguente:

(fX+9gY)(p) = fp)X(p) +9p)Y(p) (€T,M),

dove p € V. Con questa operazione I'insieme X (V') ¢ un modulo sull’algebra C>(V'), in parti-
colare, X' (V') & un gruppo abeliano.
Dati X € X(V) e f € C*(V) otteniamo una funzione liscia X (f) su V' nel modo seguente:

X(H)(p) = Xp(f), dove X, = X(p) (e T,M),

e dove p € V. Per verificare che X (f) e liscia, si usa I’espressione locale per X data qui sopra:
se = fogtet=qg(p) € R allora X(f)(p) =>_a;(¢~1(t))(OF/0t;)(t) che ¢ liscia perché
a; 0 ¢~ e I sono lisce su ¢(U).

2.2.2 Parentesi di Lie. Dati i campi vettoriali X,Y € X(V) su un aperto VC M e una
funzione liscia f € C*(V'), la funzione Y (f) ¢ lisciasu V. Per p € V consideriamo l'applicazione
fr—=X%0(0)) (eR, fec™(V))

In generale, questa applicazione non ¢ una derivazione:
X(Y(fg)) = X(fY(9) + g¥Y(f))
= fX(Y(9) + X(N)Y(9) + gX(V(f)) + X(9)Y (f)-

Si noti che la parte ‘di troppo’ ¢ X (f)Y (g) + X(g9)Y (f): questa espressione ¢ perd simmetrica
in X,Y.
Definiamo le parentesi di Lie [X, Y] di due campi vettoriali X, Y € X' (V') nel modo seguente:
(X, Y](f) == X(Y(f)) — Y(X([)),

cioe, per ogni p € V:
(XY (f) =X (Y(f) - Yo(X(f)  (eR, XY eX(V), fel=(V)).



14 G. BINI S. CACCIATORI B. VAN GEEMEN

Allora si ottiene
(X Y|(fg) = fX(Y(9) + gX(Y(f) = (fY(X(9) + gY(X([))
= [IX,Y](g) + g[X. Y](f)

e quindi [X, Y], € un campo vettoriale. In coordinate locali si ha:

oY; 8X 0 0 0
X, Z(Z or, a)a_ (X=X r=Xvig)
Le parentesi di Lie godono delle proprieta seguenti:

la seconda identita ¢ detta identita di Jacobi (si noti la permutazione ciclica degli argomenti).
Un altro modo di scrivere I'identita di Jacobi e:

Cldz([X, Y]) = [X, adz<Y)] + [Gdz(X),Y]

dove adz (V) := [Z,V]. In questa scrittura si vede che ady soddisfa la regola di Leibniz per il
prodotto dato dalle parentesi di Lie.

2.2.3 Campi vettoriali correlati. ([AT], 3.4, p.160; [N1], Exercise 4.6.13) Sia ¢ : M — N
una applicazione liscia e sia X un campo vettoriale su M. Allora per ¢ = f(p) € N abbiamo
il vettore tangente (d¢),X,. In questo modo, perd, non otteniamo in generale un campo di
vettori su N. Ovviamente ci vuole che ¢ sia suriettiva (per ogni ¢ € N ci deve essere un p € N
tale che ¢(p) = q); inoltre ¢ deve anche essere iniettiva (se ¢ = ¢(p1) = ¢(p2) ma p; # po allora
abbiamo due vettori tangenti (d¢),, X,,, ¢ = 1,2, in ¢, che a priori possono essere distinti).

Nel caso in cui ¢ : M — N sia un diffeomorfismo, ¢ ¢ in particolare una biiezione e quindi
possiamo definire un campo di vettori X’ := d¢X su N per X := (d¢),X,, dove p = o (q).

Piu in generale, se ¢ : M — N & un’applicazione liscia e X, X’ sono campi vettoriali su M
e N rispettivamente, si dice che X, X’ sono ¢-correlati se

X</z>(p) = (d¢),(Xp) (Vpe M) .
Un caso particolare ¢ il caso in cui M sia una sottovarieta di NV e ¢ e 'inclusione M — N. In
questo caso, X’ & un campo di vettori su NV che si restringe al campo X su M.

Visto che per ogni funzione liscia g su N si ha una funzione liscia X'(g) su N definita da
(X'(9))(q) = X[(g), abbiamo per p € M:

Xim(@) = (X'(g)od)p), e (do)(X,)(9) = X,(g0 ),
per la definizione del differenziale. Quindi per campi correlati X, X’ si ha:
X'(g)op = X(gog)  VgeCT(N).
Viceversa, se vale questa uguaglianza per ogni g € C*(NN), allora i campi X, X’ sono ¢-correlati.

Adesso consideriamo le parentesi di Lie per due campi X, Y su M correlati con X', Y’ su
N. Si noti che

X(Y(god)) = <Y'<g> 0) = X'(Y'(g) 0 ¢
e, nello stesso modo, Y (X (go ¢)) = Y'(X'(g)) o ¢. Di conseguenza, si ha:

[X,Y](go ) = [X ](g)ocb Vg € C*(N)



NOTE GEOMETRIA 2 PER FISICA 15

e percio i campi [X,Y] e [X’, Y] sono ¢-correlati.
Nel caso in cui ¢ sia un diffeomorfismo e X' = dp X, Y’ = d¢Y’, allora anche i campi [X, Y]
e [X’,Y’] sono ¢-correlati cioe:

do[X,Y] = [deX,doY].

3. GRuUPPI DI LIE

3.1. Gruppi.

3.1.1 Definizione di gruppo e omomorfismo di gruppi. Un gruppo G ¢ un insieme
fornito di una composizione

o: GxG — G

e di un elemento e € GG tale che valgono:
(1) associativita: per ogni x,y,z € G si ha (roy)oz = xo(yo z),
questo permette di scrivere semplicemente x oy o z,
(2) elemento neutro: per ogni x € G: xoe = eox = x,
(3) inverso: per ogni x € G esiste un elemento 27! € G, detto I'inverso di z, tale che
rorx ' =zx7lox = e.
Se x ha due inversi a, b, cioe ax = ra = e e xb = bx = e allora si ha a = ae = azxb =
eb="b e quindi a = b. Percid I'inverso 27! ¢ determinato in modo unico da z.
Un gruppo G e detto abeliano se in pit x oy = yox per ogni z,y € G.
Un sottogruppo H di un gruppo G e un sottoinsieme di G tale che H sia un gruppo con la
stessa composizione e lo stessa elemento neutro di GG. In particolare, se H & un sottogruppo e
se a,b € H anche aob e H.

3.1.2 Esempi di gruppi.

(1) G = Z, 'insieme dei numeri interi, ¢ un gruppo con composizione o = + e elemento
neutro 0.

(2) G = R, l'insieme degli numeri reali, € un gruppo con composizione o = + e elemento
neutro 0. Il gruppo Z ¢ un sottogruppo di R.

(3) G = GL(n,R), I'insieme delle matrici invertibili n X n & un gruppo con composizione il
prodotto di matrici e elemento neutro I, la matrice identita.

(4) G = O(n), l'insieme delle matrici ortogonali (cioe YAA = I) & un gruppo con compo-
sizione il prodotto dei matrici e elemento neutro I, la matrice identita. Il gruppo O(n)
e un sottogruppo di GL(n,R).

3.1.3 Omomorfismi. Un omomorfismo (di gruppi) & un’applicazione tra due gruppi G e G’
f:G— @&, tale che f(ab) = f(a)f(b)

per ogni a,b € G.
Esempi di omomorfismi sono le mappe exp : R — GL(1,R), exp(z) := €*, che soddisfa
"tV =e%eY, e det : GL(n,R) — GL(1,R), che soddisfa det(AB) = det(A) det(B).
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Se f & un omomorfismo, allora f(e) = ¢/, dove €’ & I'elemento neutro di G’, perché usando
fle) = f(eoe) = f(e)- f(e) (dove la composizione in G’ ¢ indicata con un ”-”) si ottiene

¢ = fle)- fle)™ = f(e)- f(e)- f(e)™* = f(e). In pily, si ha f(a™') = f(a)~! perché,
fla)- fa™) = flaca™) = fle) = ¢

e similmente f(a™!) - f(a) = ¢'; quindi f(a™!) = f(a)~! per 'unicita dell’inverso.
Il nucleo di un omomorfismo f e il sottoinsieme

ker(f) := {a € G : f(a) = €'}.
L’immagine di un omomorfismo f e il sottoinsieme
im(f) = {f(a) eG : a€G}.

Si puo mostrare che ker(f) e im(f) sono sottogruppi di G' e G’ rispettivamente.

Si ricordi che un’applicazione f : S — T tra insiemi S e T' ¢ detta iniettiva se f(s1) = f(s2)
implica che s; = s9, cioe elementi distinti hanno immagini distinte.

Un omomorfismo ¢ : G — H ¢ iniettivo se, e solo se, ker(¢) = {e}. Infatti, se ¢ ¢ iniettiva
e ¢(g) = e allora, poiché anche ¢(e) = e, si ha g = e e quindi ker(¢) = {e}. D’altra parte, se
ker(¢) = {e} e ¢(g1) = ¢(g2) allora

e = ¢(g1) 'd(g2) = o1 )(g2) = (g1 ' 92),

cioe, gy gy € ker(¢). Percid g;'gs = e e go = g1, concludendo che ¢ & iniettiva.

3.1.4 Esempio: il gruppo GL(n,C). L’insieme delle matrici con determinante non nullo &
un gruppo:

GL(n,C) .= {A € M,(C): det(A) # 0}.
Una matrice A € M, (C) si scrive A = P + Qi con P,Q € M, (R) matrici reali. L’applicazione

¢: GL,(C) — GL(2n,R), A=P+Qivr— (—PQ g)

¢ un omomorfismo di gruppi. Per verificarlo, si noti che, con B = R+ iS si ha
AB = (P+iQ)(R+1iS) = PR—QS + i(PS+ QR).

D’altra parte, si ha:

(P OQ\(R S\ ([ PR-QS PS+QR)
HA)H(B) = (—Q P) <—s R> = <—(PS +QR) PR- QS) = o(4B),
come volevamo.
Si noti che ¢ ¢ un omomorfismo iniettivo. Inoltre, il fatto che ¢(A)p(B) = ¢(AB) implica che

det(o(A)) # 0 se det(A) # 0: infatti, se det(A) # 0, allora AA™ = I, da cui p(A)p(A™!) =1
e det(p(A)) det(p(A™Y)) = 1.
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3.2. Gruppi di Lie.

3.2.1 Definizione di gruppi di Lie. Una varieta G e detta gruppo di Lie se esistono due
applicazioni lisce
nw:GxG— G, v:G — G,

e un punto e € G tali che G sia un gruppo con elemento neutro e, prodotto g19s := u(g1, g2), €
inversa g := v(g).

Un’applicazione f : H — G tra gruppi di Lie € un omomorfismo di gruppi di Lie se f e
liscia e se f & un omomorfismo di gruppi. Un sottogruppo H C G di un gruppo di Lie e detto
sottogruppo di Lie se e una sottovarieta di GG; in questo caso H e anche un gruppo di Lie.

3.2.2 Esempi. Il gruppo additivo (R, +) & un gruppo di Lie perché le applicazioni u(z, y) = z+
y e v(xz) = —z sono evidentemente lisce. Similmente il gruppo moltiplicativo R* := (R — {0}, -)
¢ un gruppo di Lie. L’applicazione exp : R — R*, exp(z) := €* & un omomorfismo di gruppi di
Lie.

11 gruppo GL(n,R) & un gruppo di Lie. Ovviamente GL(n,R) ¢ un gruppo ed ¢ un aperto
dello spazio vettoriale M, (R) di dimensione n?, quindi GL(n,R) ¢ una varieta. I coefficienti
di un prodotto AB di due matrici A e B sono polinomi nei coefficienti di A e B ((AB);; =
S airbr;), quindi p @ liscia. L'inversa v ¢ anch’essa liscia perché A~! = (det A)~'A* dove A*
¢ la ‘matrice dei cofattori’ di A, cioe (A%);; ¢ il determinante, moltiplicato per (—1)"7, della
matrice (n — 1) X (n — 1) ottenuta da A eliminando la j-esima riga e la i-esima colonna. La
funzione det e data da un polinomio nei coefficienti di una matrice, e quindi e liscia. Poiché
det(A) @ liscia e non zero su GL(n,R), anche A — v(A) = (det A)~1A* & liscia su GL(n, R).

Ogni sottovarieta di GL(n,R) che ¢ un sottogruppo di GL(n,R) ¢ allora un gruppo di Lie.
Esempi sono SL(n,R) (vedi 1.3.2) e SO(n,R) (vedi 1.3.3).

3.3. Il fibrato tangente di un gruppo di Lie G.

3.3.1 La traslazione a sinistra L,. Sia G un gruppo di Lie e sia g € GG. Allora I'applicazione
L,: G — G, h — pu(g,h) = gh
¢ liscia, perche L, ¢ la restrizione di p alla sottovarieta {g} x G. Si noti che
L = idg, LyoLy = Lyy.
Infatti, si ha: L.(h) =eh =he (Lgo Ly)(h) = Ly(Ly(h)) = Ly(g'h) = gg’h = Lyy(h) per
ogni h € G.

Inoltre, L, ¢ un diffeomorfismo, perché il suo inverso ¢ L,-1; infatti, LyL,1 = L
Ly1Ly= Ly, =L,

gg~1 = Le €

3.3.2 1l fibrato tangente di G € banale. Sia G un gruppo di Lie. Allora il suo fibrato
tangente e un fibrato banale TG = GG X R" con n = dim (G. Un isomorfismo esplicito tra T'G e
il fibrato banale, con fibra T.G (lo spazio tangente di G in e € GG) ¢ dato da

7: GxT.G — TG, (g,v) — (dLy)ev.
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3.3.3 Campi vettoriali invarianti sinistra. Sia G un gruppo di Lie. Ogni vettore tangente
v € T,G definisce un campo di vettori X su G. Il campo ha valore (X"), =v €T, X ine € G,
e in generale,
X': G — TG, (XY)y = (dLg)ev.
Visto che
Ly = Lgo Ly, segue dLpg = dLyodLy,
si ha:
(dLh)ng = (dLh)g(dLg)e'U = (dth)eU = (Xv>hg'
Pertanto, i differenziali d;, mandano il campo vettoriale X" in se stesso.
In generale, un campo vettoriale X su un gruppo di Lie G ¢ detto invariante a sinistra, se
per ogni h € GG si ha
dL, X = X, cioe (dLp)g Xy = Xng
per ogni h, g € G.
Adesso mostriamo che un campo invariante a sinistra X e sempre del tipo X = X" per un
v € T.G. Dato tale X, sia v := X, € T.G. Visto che (dL;),(X,) = Xj4 troviamo, con g = e,
che (dLp)ev = X}, per ogni h € G, quindi X = X".

3.3.4 Esempio: G C GL(n,R). Sia G un sottogruppo di Lie di GL(n,R), cioe, G & una
sottovarieta di GL(n,R) (un aperto di M, (R)) e G ¢ anche un sottogruppo di GL(n,R).
Allora 'applicazione L, : G — G ¢ data da A — gA dove g, A € G e il prodotto ¢ il prodotto
di matrici. Sia X € TG, dove adesso TgG C TgGL(n,R) = M,(R), quindi anche X ¢ una
matrice. Sia
Vil —eel— G(CM(R)), tr—=(t), (0) =B +(0)=X,
un cammino che rappresenta X. Allora (dL,)pX € rappresentato dal cammino g~y(¢):
dgy dy
dL,)pX = —(0) = g—(0) = gX
(ALy)sX = D(0) = 5(0) = gx.
dove abbiamo usato che (g7v(t))i; = >, giY(t)k; € che i coefficienti g;; sono indipendenti da ¢,

da cui (g7(1))i;(0) = >k 97 (0);-
11 fibrato tangente T'G' di un gruppo di Lie G C GL(n,R) e banale, (vedi 3.3.2). In questo
caso l'isomorfismo e dato da

7: Gx TG — TG, (A, V) — (dLa);V = AV.
Cosi otteniamo, in modo simile alla descrizione di T'S™ in Sezione 2.1.9:
TG = {(A,W) € M,(R) x M,(R): Ac G, A'W € T1G}.
In particolare, il campo invariante a sinistra su G definito da V' € T,G nel punto A € G é:

(XV)A = A‘/, cioe (XV)A = Z (Zxﬁ@ﬂ%, (A = (ZL‘U) S G)

ig=1 k=1

3.3.5 L’algebra di Lie di un gruppo di Lie. Per ogni v € T,G abbiamo definito un campo
vettoriale X, invariante a sinistra, su G. Adesso consideriamo le parentesi di Lie (vedi 2.2.2)
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tra due campi vettoriali siffatti. Mostriamo che [X¥, X™] ¢ di nuovo un campo invariante a
sinistra. Visto che L, : G — G ¢ un diffeomorfismo, i campi X e dL,X sono correlati e percio
(vedi 2.2.3)

dL,[X", X¥] = [dL,X",dL,X"] = [X", X"],
cioe il campo vettoriale [XV, X™] & invariante a sinistra.
Come per ogni campo invariante a sinistra, abbiamo allora [X¥, X"] = X" per un certo
u € T.G; infatti, u = [XY, X"].. Si scrive u := [v,w], detto il prodotto di Lie oppure il
commutatore di u e v, cioe:

u = [v,w] se  [XU, X" =X", (u,v,w € T.G).

Lo spazio vettoriale T.G, con questa nuova operazione [-, -], ¢ un esempio di un’algebra di Lie
(vedi la definizione in 4.0.1).

4. ALGEBRE DI LIE

4.0.1 Definizione di algebra di Lie. Un’algebra di Lie g ¢ uno spazio vettoriale con
un’applicazione bilineare

ng—)g, (X,Y)'—>[X,Y]
che ¢ alternante e che soddisfa I'identita di Jacobi:

(X, Y] = -]V, X], (X, [Y,Z]] = [[X.Y], Z] + [V, [X, Z]] (VX.,Y,Z € g).

Esempi di algebre di Lie sono gli spazi tangenti T.G, dove e e I’elemento neutro di un gruppo
di Lie G (vedi 3.3.5) e gli spazi vettoriali X' (M) (di dimensione infinital) dei campi vettoriali
su una varieta differenziabile (vedi 2.2.2).

4.0.2 L’algebra di Lie di GL(n,R). Lo spazio tangente T.GL(n,R) ¢ lo spazio M,(R)
delle matrici n x n perché GL(n,R) ¢ un aperto in M, (R). Adesso vogliamo determinare, per
V,W € T.GL(n,R) il commutatore [V, W].

I campi XV e XW, invarianti a sinistra, sono dati da

. N a - _a
(X)a = (A4V),  ciot X7 =3 (XV)yg =3 (Z kaj) =
ij 1 k=1

dove A = (z;;) € GL(n,R) e V =) V;30/0x;, in T.GL(n,R). Similmente,

Si noti che
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Quindi, per le parentesi di Lie di questi campi vettoriali troviamo:

X7 X" =) <Z<Xv>ab—a(XW)“ - (XW%ba(XV)ij) o

- axab axab axij
2, a,b

Usando la formula qui sopra (si noti che a = 7), i coefficienti sono dati da:

(XY, X"y = 220XV )Wy — (XV)a Vg
Zb,k iUikabij - CUikab%j
- (A(VW—WV)) ,

]
quindi [XV, XW]4 = (A, A(VW — WV)). Abbiamo allora la formula:
XV, X" = XYW dove [V,W] := VIV - WV

cio¢ il commutatore su T.GL(n,R) = M, (R) ¢ il commutatore delle matrici.

4.0.3 Sottogruppi e sottoalgebre. Abbiamo gia visto esempi di gruppi di Lie che sono
sottogruppi H di GL(n,R), come ad esempio SL(n,R), SO(n), e GL(m,C) nel caso 2m =n
In questi casi l'inclusione i : H < GL(n,R) & un omomorfismo di gruppi di Lie. Questo ci
permette di calcolare il prodotto di Lie su T.H C T.GL(n,R).

Piu in generale, sia ¢ : H — G un omomorfismo di gruppi di Lie. Allora (d¢). ¢ un
omomorfismo di algebre di Lie, cioe:

(d¢)e : T.H — T.G  soddisfa (d¢)e[v,w] = [(dd)ev, (d¢) w]

per ogni v,w € T, H. Per verificare questo, siano v := (d¢).v e v’ := (d¢).w € T.G e siano
X" e X" i corrispondenti campi invarianti a sinistra su G. Si noti che questi due campi sono
¢—correlati rispettivamente con i campi vettoriali X, X* su H. Infatti, visto che X ;’/ = (d¢).v
si ha:

Xgy = (ALow)eX! = (dLom)e(d@)ev = (d@)a(dLn)ev = (d9)n X},
dove abbiamo usato la relazione tra differenziali che segue da
Lypyo¢ = ¢oLy: H— G, I+ ¢(h)o(N) = ¢(hl'),
per ogni h, b’ € H. Percio [X", X"] & ¢-correlato con [X*', X*'] (vedi 2.2.3), e otteniamo:
(dg)e[X", X" = [X”, X]..

Visto che [X¥, X¥], = XP") = [, w], [X*', X*']. = X" = [/, w/] e che per definizione
v = (do)ev, w' := (d¢).w, otteniamo finalmente

(do)e[v, w] = [(d9)cv, (dg)ew].

Applicando questo risultato a una sottoalgebra di Lie T, H di T,GL(n,R), dove ¢ : H — G &
I'inclusione, quindi anche d¢ ¢ I'identita, troviamo che per matrici A, B € T,H C T.GL(n,R) =
M, (R) il prodotto di Lie in T.G coincide con il prodotto di Lie in T,GL(n,R): quindi [A4, B] =
AB — BA ¢ il commutatore delle matrici A, B.
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4.0.4 L’algebra di Lie so(n) di SO(n). Lo spazio tangente 77.50(n,R) del gruppo di Lie
SO(n,R) si determina usando 1.3.3 e 2.1.8 e ponendo A = I:

T:50(n,R) = ker(J;(F) : Mp,(R) — Sym,(R)), X+—'X+ X,
cioe
TiSO(n,R)={X € M,(R): ‘X = —X } = Alt,(R),

lo spazio vettoriale delle matrici n X n alternanti.
Si noti che per il cammino

COST —senrTt

(0 -1
v: R — SO(2,R), T}—>(sen7' cos T ), X.:'y(O)—(1 0 )GTISO(Z,R),

e che infatti ' X = — X.

4.0.5 L’algebra di Lie si(n) di SL(n). Il gruppo di Lie SL(n,R) = det™'(1) & una
sottovarieta di GL(n,R) e il suo spazio tangente in g € SL(n,R) ¢ lo spazio vettoriale (vedi
2.1.8)

T,SL(n,R) := ker((d det), : T,GL(n,R) 2 M,(R) — T\R = R).

Per g = I, da 1.3.2, la matrice (ddet); = J;(det) ha coefficienti (—1)"*/ det(I;;), che sono zero
sei# jelsei=j, cioe

(ddet)](X) =211+ oo+ ...+ Ty, = tT’(X)
dove tr(X) ¢ la traccia della matrice X. Percio:
T[SL(H,R) = {X € MH(R) : tT(X) =211+ T2t Ty = 0},

cioe 'algebra di Lie di SL(n,R) sono le matrici di M, (R) con traccia nulla.

4.0.6 Esempio: sl(2). L’algebra di Lie del gruppo SL(2,R)
sl(2) = {W € My(R) : tr(W) =0}

ha una base data da:

1 0 01 00
H.:(O_l), X.:(O()), y.:(10>,
e un facile calcolo mostra che i commutatori sono dati da:

X,Y]=—[Y,X]=H, [HX]=-[X,H=2X, [HY]=-[Y,H=-2Y,

(cioe XY —YX = H ecc.) e gli altri commutatori sono zero: [X,X] =[Y,Y] =[H,H] =0
perché [X, X| = —[X, X] ecc.
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4.1. T gruppi di Lie SU(2) e SO(3).
4.1.1 L’omomorfismo ¢ : SU(2) — SO(3).
Sia
SU(n) == {A € GL(n,C) : 'AA =1, det(A) =1},

si puo mostrare che SU(n) ¢ un gruppo di Lie.
Definiamo uno spazio vettoriale reale V' di dimensione 3 nel modo seguente:

Vo= {M: ( “ Ty s ) } = ([L’1,ZL‘2,$3) € R3.

—T9 + il’g —il‘l

(Si pud mostrare che V' = T;.SU(2), ma questo non serve adesso.)
Definiamo un omomorfismo di gruppi di Lie:

¢:SU(2) — GL(3,R) = GL(V), p(A)(M) = AMA™.
L’applicazione det ¢ una forma quadratica su V:
Q: M+ det(M) = 7+ 25 + 3.
Poiché det(A) = 1, si ha:
det(M) =2+ 22+ 22, det(AMA™) = det(A) det(M)det(A)~" = det(M).

Quindi ¢(A) € O(Q) = O(3,R) per ogni A € SL(2,C). Poiché SU(2) = S3 ¢ connesso e ¢(1) =
I, si ha allora ¢(SU(2)) C SO(3,R) (vedi sezione 4.1.3 per un argomento piu elementare).

4.1.2 L’applicazione ¢ : SU(2) — SO(3) & suriettiva. Prima daremo una dimostrazione
veloce, che pero richiede tra altro il concetto di spazio topologico connesso e delle sue proprieta;
poi daremo una dimostrazione piu esplicita nella Sezione 4.1.3.

Prima si verifica che (d¢), : T,SU(2) — Ty SO(3) € un isomorfismo per ogni g € SU(2).
In realta, essendo ¢ un omomorfismo, questo segue dal caso g = e. Per il Teorema di Dini,
¢ ¢ allora un diffeomorfismo locale in ogni g € SU(2). In particolare, ¢ ¢ un’applicazione
aperta e ¢(SU(2)) € aperto in SO(3). D’altra parte, SU(2) & compatto, quindi ¢(SU(2))
compatto nello spazio di Hausdorff SO(3) e percio ¢(SU(2)) e anche chiuso. Essendo SO(3)
connesso (si vede, ad esempio, sfruttando il fatto che ogni h € SO(3) & una rotazione), segue

che ¢(SU(2)) = SO(3).

4.1.3 La geometria della mappa ¢. Per vedere come ¢ fatta ¢(A) per A € SU(2), scriviamo

A — ( ap + 1aq a2—|—m3) — aol + Ay, Ay = ( 101 a2+za3) (6 V).

—ay + ia3 ag — ial —ay + ia3 —’ial

Visto che det A = a2 + a? + a3 + a2 = 1, si pud scrivere A come A = (cos)I + (siny)R con

RGSQ:{X:< xzﬁm ‘”ﬁf?’)ev;x%m%m%ﬂ}.
— 42 3 — bt
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E facile verificare che per ogni R € S? si ha
R € SU(2), RP= -1 e A" ="A= (cosy)l — (siny)R.

Adesso calcoliamo I'immagine di R € V rispetto all’applicazione ¢(A), dove scriviamo A =
al +bX con a = cos1p, b=sen®) (a®> +b* = 1):

p(A)(R) = ARA™ = (al + bR)R(al —bR) = (aR —bl)(al —bR) = (a®* +V*)R = R.

Pertanto, R € V' & un vettore unitario invariante per ¢(A).
Ora, consideriamo prima il caso particolare per cui R = Ry ¢ (1,0,0) € R3 e A ¢ data da

A = (cos)] + (siny) Ry, R, = ( (Z) 0. ) :

—1

Allora A = diag(e™, e ™) e AXA™! =

(e 0 iy Ty +izg \ (e ™ 0\ iz 2 (zy + ix3)
o 0 e ™ —T9 + 123 —1T 0 e ] 6727;1/)(—1'2 + ZZL‘3) —12 ’

Sapendo che €2 (x5 +iz3) = ((cos 21)) o — (sin 2¢p)xo) + i((sin 2¢p)xo + (cos 2¢)x3), troviamo
la relazione:

T 1 0 0 T
¢(costl +sinpRy) [ 22 ] = [0 cos2y —sin2y o |,
T3 0 sin2¢y cos2y T3

cioe ¢(cosyI + sintR;) € una rotazione con angolo 2¢ intorno all’asse x.

Per il caso generale, basta notare che se R € S* C SU(2), allora il polinomio caratteristico di
R &)X +1=0. Quindi R ha due autovettori vy che possiamo scegliere in modo che ||v4|| = 1.
Visto che R € SU(2) si ha

(vy,v-) = (Ruy, Rv_) = (tv+, —iv_) = i(—1)(vy,v-) = —(v4,0-).

Di conseguenza, v, e v_ sono una base ortonormale di C%. Percio la matrice (vyiv_) con
colonne v, v_ & una matrice in U(2). Moltiplicando eventualmente v, per un numero complesso
z € C con |z] = 1, otteniamo una matrice Q) € SU(2) le cui colonne sono autovettori di R, cioe
si ha:

RQ = Qdiag(i, —1) cioe RQ = QR;y, Q € SU(2).
Visto che ¢ ¢ un omomorfismo, abbiamo allora ¢(R)p(Q) = ¢(Q)p(R;). Sia adesso A =
cospl + sinyR. Se ¢(A) € SO(3), risulta che ¢p(A) € O(3) e ¢(A) = ¢(Q(al +bR)Q)™! =
&(Q)p(al + bRy)H(Q)~!, mostrando che ¢(A) e ¢(al + bR;) hanno lo stesso determinante.
Abbiamo gia visto che R ¢ invariante per ¢(A) e quindi 'asse della rotazione ¢(A) ¢ generato
da R. Inoltre, se v € R? ¢ perpendicolare all’asse R di ¢(A), allora I'angolo formato da v e
¢(A)v & determinato dal prodotto scalare

(v,0(A)v) = (H(Q)"'v,8(Q) ' ¢(A)v) = ((Q)'v, p(al +dR1)H(Q)v).
Abbiamo usato che ¢(Q) € O(3), e quindi quest’angolo ¢ I'angolo tra ¢(Q) v e ¢(al +
bR1)d(Q) v che & 1. Adesso & facile verificare che ker(¢) = {+I}: se ¢(A) = I scrivi-
amo come sopra A = cos¥l + siny R e troviamo che 2¢) € un multiplo di 27, quindi ¢ = 0,7
(a meno di multipli di 27) e quindi A = +1.
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4.2. L’applicazione esponenziale.

4.2.1 L’applicazione esponenziale. Dato X € g con X # 0, si puo mostrare che esiste un
unico cammino

T=x:R—G,  te n=X, ys+t)=q()@) (st €R),

cioé 7y & omomorfismo di gruppi di Lie, in particolare v(0) = e.
L’applicazione esponenziale & definita da:
exp:g— G,  exp(tX) :=x(t),
quindi la restrizione di exp alla retta < X >C g ¢ un omomorfismo per ogni X € g. Inoltre, si
ha che
(dexp)o: Tog=9g — T.G =g

e l'identita. L’applicazione exp e I'unica applicazione con queste due proprieta. Se G € connesso,
si puo mostrare che G & generato da exp(U), dove U C g & un intorno aperto di 0 € g.
Se G & un sottogruppo di Lie di GL(n,R), allora g C M(n,R) e si ha la formula esplicita:

= R Xk
exp tX =) o (X eM(nR) =T.GL(n,R)).
k=0 ’

Si noti che si ha proprio v, := (d/dt) exptX);—o = X.

In generale, non vale exp(X +Y) = (expX)(expY') perché XY # YX. La formula di
Campbell-Baker-Haussdorf da una formula per (exp X)(expY’) come exp di una somma di
commutatori tra X e Y:

(expX)(expY) =exp(X +Y + (1/2)[X, Y] + (1/12)[X, [X, Y]] — (1/12)[Y, [ X, Y]] +...).

Per calcolare exp si pud usare che exp(SXS™!) = S(exp(X))S~! (come segue dalla serie per
exp); quindi la forma di Jordan di X determina essenzialmente exp(X).

Si puo mostrare che poiché (dexp)y € un isomorfismo, 'immagine della mappa esponenziale
contiene un aperto U di G tale che e € U. La formula qui sopra mostra che il prodotto u in
un tale aperto di G ¢ determinato dal prodotto nell’algebra di Lie g. Questo ci permette di
mostrare che un’algebra di Lie g di dimensione finita determina in modo unico un gruppo di
Lie GG, che ¢ connesso e semplicemente connesso. Queste condizioni su G sono importanti, per
esempio l'algebra di Lie g = R (con prodotto banale) ¢ l'algebra di Lie di R* = R — {0} (non
connesso), di R/Z (connesso ma non semplicemente connesso) e di R (connesso e semplicemente
connesso e 'unico tale G con algebra di Lie g, a meno di isomorfismo di gruppi di Lie).

4.2.2 Esempi dell’applicazione esponenziale. Si ha:
exp(tX) = diag(e™, ... e, se X =diag(\,...,\,) € M(n,R)

perché X* = diag(\¥, ..., \F). In particolare, det(exp(tX)) = etit-+rn) = T7(X) dove Tr &
la traccia. In particolare Tr(X) = 0 implica exp(tX) € SL(n,R).

Se 'X = —X, cioe X € so(n), l'algebra di Lie di SO(n) (vedi 4.0.4), allora exp(X) =
exp(*X) = exp(—X) = (exp(X))~!, quindi exp(X) € SO(n).
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Se X € M(n,R) ¢ nilpotente, allora X = 0 per un certo N e quindi exp(X) = I + X +
X?2/2! + ...+ XV /N! una somma finita. Per esempio,

010 00 2
X=100 2], X*=100 0], X3 =0,
000 000
quindi si ha:
1t t?
exp(tX) =T +tX +t2X?*/2=[ 0 1 2t
00 1

Sia (vedi 4.0.4)

X = ( (1) _01 ) € T;SO(2,R),  sinoti: X?=—I, X% = (-1, X" =(-1)"X.

L’esponenziale di X e allora
exp(tX) = >, tnjn
—1 kt2k t2k+1
- (Zk; 0 Q)k ) (Zk; 0 2k+1)' >X
= (cost)I + (sent)X

cost —sent

sent cost

4.2.3 L’applicazione esponenziale per SO(3). Sia A € T;SO(3) una matrice antisimmet-
rica reale della forma

0 —c b
A= c 0 —a |, con a*+b*+c* = 1.
—b a O
Si noti che
—c2 - 1? ba ac
A% = ba —c? — a? ch , eche A®=—-A.
ac be —b? — a?
Quindi si ha: A* = AA3 = — A%, AS= AA*=—-A3= A, ... ein generale:

A4k+1 — A, A4k+3 _ —A, A4k+2 — AQ, A4k — _1427 k >1.
L’esponenziale di A ¢ dato da
exp(td) = >, tn;,‘n
1 k+1t2k+1 k+1t2k
= (Zk 1 )2k+1)' ) (Zk 1 Qk ) A

= I + (sent)A + (1 —cost)A>.
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Sia v := (a,b,c) € R3, allora si verifica che Av = 0 (pill in generale, per ogni x € R3 si ha
Az = v x x, il prodotto vettoriale). Percio exp(tA)v = (I + (sent)A+ (1—cost)A?)v = v. Visto
che exp(tA) € SO(3), segue che exp(tA) induce una rotazione nel piano vt. Gli autovalore di
exp(tA) sono allora 1, cos ¢ £ isen ¢ dove ¢ e 'angolo della rotazione. La somma dei autovalori
di exp(tA) & quindi 1 + 2 cos ¢, d’altra parte & anche

Tr(exp(tA)) = Tr(I)+ (sent)—Tr(A) + (1—cost)Tr(A*) = 34+ 0+ (1—cost)(—2) = 1+2cost
quindi ¢ = +t, dove abbiamo usato che Tr(A?%) = —2(a® + b* + ¢*) = —2.

5. FORME DIFFERENZIALI.
5.1. Algebra multilineare.

5.1.1 Le k-forme alternanti. Sia V' uno spazio vettoriale su R di dim V' = n. Una k-forma
alternante su V' e una mappa

J/

[V xVx...xV —R

che ¢ lineare in ogni variabile tale che
f(vr,v9,...,0) = 0 se v, =wv; con i# j.
Si mostra che 'ultima proprieta e equivalente a

f(Uh Vo, ... ,Uk) = €<O'>f(’UU(1), ’UU(Q), e ;Ua(k)>7

per ogni permutazione o, dove €(o) € {1, —1} ¢ il segno della permutazione.
L’insieme delle k-forme alternanti su V, scritto Alt*(V), & una spazio vettoriale su R con
operagzioni

(Af + ,LLg)(Ul, s 7UI€> = Af(vh ce ,Uk) + :ug(vh s 7U/€) (f?g S Altk(v>7 )\,,LL S R)
Si pone Alt°(V) = R e si noti che Alt' (V) = V*, lo spazio duale di V.
Si puo mostrare che esiste un prodotto, detto prodotto esterno, cioe una mappa bilineare
A AlE(V) x AlS(V) - — AlE™(V), (f,9) — fAg,
tale che
frng= (D" gnf, fAGAR) = (fAg) A
In pill, se fi1,..., fr € AltY (V) =V*ewy,..., v € V allorala k-forma fiAfaA. .. Afi, € AltF(V)
e data da

(fi Nfa Ao oA fe)(vn, vg, .o o) = det(fi(vy)),

dove si prende il determinante della matrice & x k con coefficienti f;(v;) € R.
Se €1,...,€6, € una base di V*, allora si mostra che gli

€r ZZEil/\Ei2/\.../\€ik, ]:{il,ig,...,’ik}, 1<y <n<...<1,<n

sono una base di Alt*(V)). In particolare dim Alt*(V) = (}), il coefficiente binomiale. Per
questo motivo si dice che Alt*(V) ¢ il k-esimo prodotto esterno di V*,

NV = AlE(V).
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5.2. Le k-forme differenziali.

5.2.1 1l differenziale di una funzione liscia. Sia f : M — R una funzione liscia. Per
p € M, il suo differenziale € una applicazione lineare

(df)p : T,M — Ty R =R, quindi  (df), € T, M := Hom(T,M,R).

Qui sfruttiamo l'isomorfismo Ty,yR = R di 2.1.4 che manda w := cd/dt in c¢. Si noti che
w(t) = c¢- 1 = ¢, ottenendo il risultato importante:

(df)p(v) = v(f).
Infatti, si ha (df),(v) = ed/dt con
¢ = (df)p(v)(t) = v(to f) = v(f),
essendo ¢ : R — R 'identita.
Il duale TyM := (T,M)* dello spazio tangente T, M & detto spazio cotangente. Ogni f €
C>(M,p) definisce allora un elemento (df), € T, M.

Sia (U,x = (x1,...,%,,)) una carta di M con p € U; allora i (0/0x;)|, sono una base di T,M.
Per f € C*(M,p) si ha (dove abbiamo introdotto una notazione pitt comoda):

(@) ((;)) = (5) 0= st

Inoltre, ci sono i differenziali (dz;), nello spazio duale Ty M. Poiché

8 . 0mj .
(dw;), (a—%m) = on (p) = dij,

i (dw;), € Ty M definiscono la base duale di T,y M.

L’elemento (df), € Ty M ¢ la seguente combinazione lineare dei (dx;),:

@)y = Y S wan),,

come si verifica facilmente valutando entrambi i membri sui vettori tangenti (0/0x;), per
7=1,...,n.

5.2.2 1l fibrato delle k-forme. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Per
p € M abbiamo definito lo spazio cotangente T>M = Hom(1,M,R) e il suo k-esimo prodotto
esterno /\kT;M , uno spazio vettoriale di dimensione (}*). Similmente alla definizione del fibrato
tangente si puo definire una varieta differenziabile, il fibrato delle k-forme,

N = [T A TEM, 7 AR (M) — M,
peEM

dove 7 & un’applicazione liscia tale che m(A*T M) = p. Definiamo inoltre A°(M) = M x R.
Una k-forma differenziale su un aperto V' di M & un’applicazione liscia

w:V — ANV =77 1(V) (C A*(M))
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tale che ™ o w = idy, cioe, per ogni p € V si ha che w(p) € n71(p) = /\kT;M. Se (U, ¢ =

(z1,...,7p,)) € una carta di M con U C V, i differenziali (dz;), sono una base di 7,y M, quindi
wip) = Y arlp)dzr (€ A"TIM).
LiI=k

La forma differenziale w e liscia se, e solo se, le funzioni a; sono lisce. Una O-forma ¢ semplice-
mente una funzione liscia f: V — R.

L’insieme delle k-forme differenziali su V' si denota con £¥(V) e si ha £%(V) = C>=(V). Per
f,g €C®(V)ew, 0 € E¥(V) si definisce una k-forma nel modo seguente:

(fw+g0)(p) = fP)w(p) + g(P)b(p) (€ AT M).

Data una 1-forma w € (M) e un campo vettoriale X € X (M) si definisce una funzione liscia
w(X) € C>®(M) tramite w(X)(p) := w(p)(X(p)). Pitt in generale, una k-forma w € E¥(M) e k
campi vettoriali X, ..., X € X(M) definiscono una funzione liscia w(X1, ..., Xy), localmente
tramite w(Xl, . ,Xk) = ZCL[(dZ'[(Xl, .. Xk)>

w(Xi,...,X) € C®(M) con (daz;, A...Adx;)(Xy,...,Xg) =det(A), A= (dz;, (X3)),
dove 1 < a,b <k (vedi 5.1.1). In particolare:
(WAD(X,Y) = wX)(Y) — wV)I(X) (w,0ec& V), X, YeX(V)),
che nel caso w =df e § =dg con f,g € C>*(V) diventa
((@f) A (dg)(X.Y) = X(N)Y (9) — Y (f)X(9),
perché (df)p(Xp) = Xp(f)-

5.2.3 La derivata esterna. Sia V un aperto di una varietd M. Per f € C>(V) = E%(V) e
p € V abbiamo definito il differenziale (df), € T, » M. In questo modo otteniamo un’applicazione

d=d":&%V) —EYV),  (d°f)lp) =(df), (e T,M).
Si puo mostrare che per ogni k > 0 esiste un’unica applicazione
d¥: EFV) — EML(V)

tale che'

(1) d
(2) dk e R—hneare
(3) d¥(wAB) = (da YAO+ (=1)% A (d°9) perw e EYV), 0 € E(V) ek=a+0,

( ) dk+10dk:0.
L'unicita di d* implica che per w € E¥(V) e U C V un aperto si ha: d*(w);y = d*(wy), dove
wy € EX(U) e le derivate d* sono rispettivamente su E¥(V) e E¥(U). Questo permette di
calcolare la derivata esterna su carte locali.

Sia (U, ¢ = (x1,...,%,)) una carta di M con U C V, e sia

w = Z a;d:c; (E Sk(U>)7

I 4I=k
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con a; € C*(U) = E°(U). Per calcolare d*w sfruttiamo prima il fatto che d* & R-lineare
dFw = d¥( Z ardzy) = Z d*(a;dxy).
LiI=k LAI=k
Applichiamo (3) con a = 0,b = k:
dk(a[dl']) = (dOaI) N dl’] + (l]dk(dl’[).
Poi, mostriamo che d*(dz;) = 0, usando ancora (3), con a = 1,b =k — 1:
d*(dz;) = d¥(d%;, Ada, AL Ay,
= (dldol'il) A dol’i2 VANRAN doxik — dO.CEil N dk_l(doxiz VANPIAN doxlk)

Per (4), d'd° = 0. Usando (3) (k — 1)-volte si trova che d*~1(d%z;, A...Ad%;, ) = 0. Si ottiene
COSlL:

d*w = d¥( Z ardzr) = Z (day) A dx;.

LiI=k I 4I=k

5.2.4 Una formula di Cartan. Una formula di Cartan permette di determinare comoda-
mente il calcolo della derivata esterna di una forma differenziale. Sia w una 1-forma su M e
X,Y € X(M) due campi vettoriali. Allora vale la seguente formula di Cartan:

(dw)(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) - w(X,Y]) .

La dimostrazione si ottiene direttamente in carte locali, valutando entrambi i membri e os-
servando che coincidono. Si noti che se la formula vale per w = wy,ws, allora vale anche per
w = wy + wsy; quindi basta verificarla nel caso w = fdxy con f € C*°(M). In particolare, si ha:

dw = d(fdzg) = (df) A (dxy).
Per campi X =}, X;0/0z;: Y =3, Y;0/0x; si ha
(dw)(X,Y) = (df)(X)(dzp)(Y) — (df)(Y)(dai)(X) = X(f)Ye = V() Xe.
D’altra parte, usando la regola di Leibniz per campi vettoriali:
Xw(Y)) = X(fYs) = X(/)Ye + fX(Ye),  Y(w(X)) = Y()Xp + fY(Xy)

e, usando la formula per le parentesi di Lie, si trova w([X,Y]) =

Gt (S Ko =i g = (05 =N Gt) = 1500 = ()

da cui vale la formula di Cartan.

5.2.5 Il pull-back di forme differenziali. Sia f : M — N un’applicazione liscia tra varieta
differenziabili. Allora f definisce un’applicazione lineare, il pull-back,

froERN) — ENM),  (FO)(Xa, .. Xy) = 0((A) Xn, - (AF) Xe),
dove § € E¥(N) e Xy,..., X € X(M).
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Si puo mostrare che la derivata esterna e compatibile con il pull-back e il prodotto esterno
‘A, cioe:
fr(do) = d(f0),  fwnld) = (f'w)A(f0).
Consideriamo per esempio il caso in cui § = g sia una 0-forma, cio¢ g € E°(N) ¢ una funzione
liscia su N. Allora f*g = go f e per ogni p € M e ogni v € T,M si ha:
(df*g)p(v) = (dgo fp(v) = (dg) s ((df)p(v)) = (f7(dg))p(v),
quindi vale f*(df) = d(f*6) per 0-forme 6.

5.2.6 Forme differenziali su R3. Sia M = R3 e sia f € E°(R3), cioe f : R® — R sia una
funzione liscia. Allora

of of ﬁ)

9y’ xy’ O

df = i of dx; Si ricordi d(f) = (
- ] 7 gra. (f) -

Quindi d° e grad coincidono, se identifichiamo 1-forme con campi vettoriali in modo ovvio:
EYR?) — X(R®),  fdzy + gdzs + hdzs — (f,g,h).

Sia w € E(R?), diciamo w = gdx;, + hdxy + kdzs con g, h, k € C*°(R?). Dunque si ha, con
g; = 0g/0x; ecc.:

dlw = dl (gdl‘l + hdl’g + k’dxg)
= (gldxl + ggdZL‘Q + ggdiﬁg) VAN dﬂ?l + ...+ (k’ld.l?l + k’gdili'g + k‘gdfﬂg) VAN dl’g
= (hl — gg)dxl A d.I'Q + (kl — gg)dl'l A\ dl’g + (kz — hg)d$2 A d$3

dove abbiamo usato dz; Adx; = —dx; Adw;. Adesso identifichiamo 2-forme con campi vettoriali
nel modo seguente

E*(R?) = X (RY), pdxy A dxe + gdzy A dzs + rdzg Adas — (1, —q, p).

Allora il d! su 1-forme coincide con I'operatore rot su campi vettoriali:

g ky — hs
rot h = —(k‘l — gg)
k hi — g2

In pitt, d'd® = 0 corrisponde al fatto che rot(grad(f)) = 0 per ogni f € C*(R3).
Sia 6 € £2(R3), diciamo 6 = pdx; A dxy + gdxy A das + rdzs A das con p,q,r € C°(R?). Si
ha:

d?0 = d*(pdz; A dxg + gdzy A dxs + rdag A das)
(p1d$1 +p2dﬂf2 —|—p3d$3) VAN d&?l VAN dl’g + ...+ (Tldl’l + TQdSL’Q + 7’3d$3) VAN dQJg VAN d.ﬁlfg
== (pg —QQ+T1)dI1 /\dxz/\dxg

Se identifichiamo le 3-forme con le funzioni lisce nel modo seguente
EMR?) = C®(R?),  fdzy Aday Adzg —
allora, poiché 6 corrisponde al campo (r, —q,p) e

diV(T‘, _Q7p) =T1—4q2 +p37
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il d2 su 2-forme coincide con l'operatore div su campi vettoriali e d2d! = 0 corrisponde al fatto
che div(rot(f, g,h)) = 0 per ogni f, g, h € C*(R3).

Usando le corrispondenze qui sopra, otteniamo allora il diagramma
d2

d° dt

EOR3) — EYR?) — E%(R3) — E3(R3)
{ b 1 ‘ {
CoR?Y) 9 A(RY) XH x(RY) LY ox(RY

dove le applicazioni verticali sono come sopra.

5.3. Il fibrato cotangente di un gruppo di Lie e I’equazione di Maurer-Cartan.

5.3.1 La 1-forma canonica su G. Sia G un gruppo di Lie, T'G il suo fibrato tangente e T*G
il suo fibrato cotangente. Abbiamo visto nella Sezione 3.3.2 che TG = G x T.G ¢ un fibrato
banale:
7 GxT,G = TG,  (g,0) — (dLy).v.
Questo permette di definire una 1-forma canonica © su G a valori in 7,G = g (invece di R),
cioe, per ogni g € G una mappa naturale
0,: T,G — T.G, wr— O4(w) = v se w = (dLy)ev.

Quindi la mappa lineare O, : T,G — T.G ¢ semplicemente la proiezione sul secondo fattore in
TG = G x T,G. Visto che v = (dLy),'w = (dL,1),w, possiamo definire © anche tramite la
formula (vedi [N1], (4.8.1)):
O4(w) = (dLg-1)qw, (w e T,G).
La 1-forma © ¢ invariante a sinistra:
(Lg)*@ =0

perché per ogni h € G e ogni vettore tangente X, € TG si ha:

((Lg)"O)n(Xn) = Ogn((dLg)nXn) = (dLgny-1)gn((dLg)nXn) = (dLp-1)pXn = On(Xp).

Qui abbiamo usato che L1 = Ly-14-1, e quindi dLgpy—1+ = dLp1dLg1.
Se X € I'(T'G) ¢ un campo vettoriale su G, allora ©(X) ¢ una funzione su G a valori in T,G:

O(X) : G — T.G,  (B(X))(g) = Oy(Xy).

Se X = X" ¢ un campo invariante a sinistra, allora X} = (9, X) € G x T.G e percio

O,(X;) = v per ogni g € G. In questo caso, la funzione ©(X") = v & costante, con valore
velTldG.

5.3.2 L’equazione di Maurer-Cartan. Data una 1-forma €2 su GG con valori in T,G, si puo

definire la sua derivata esterna, una 2-forma su G con valori in T,G nel modo seguente. Sia

e1,...,e, una base di T.G. Per g € G e w € T,G si puo scrivere Q (w) € T.G in componenti:
n

Q(w) =Y (Q)g(w)es,  ((U)g(w) € R).

=1
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E facile verificare che per ogni g € G lapplicazione T,G' — R, w — (€)y(w) & lineare e
dipende in modo liscio da g, quindi ogni §2; € una 1-forma liscia su G (a valori in R). Si scrive
Q=>",e,;. La derivata esterna di 2 ¢ adesso la combinazione lineare delle 2-forme df2;:

n

dQ =) (dQ)e;.

=1

Se X, Y sono campi vettoriali su G, allora per ogni g € G otteniamo Q,4(X,), Q(Y;) € T.G
e quindi otteniamo due funzioni lisce su G a valori in T,G, cioe

QX) = ZQi(X)ei, Q) = ZQZ-(Y)@.

Possiamo applicare i campi Y, X rispettivamente a queste funzioni e ottenere nuove funzioni
nel modo seguente:

V(X)) = Y Y(u(X)er,  X(QY)) = D X(U(Y))er

Poiché queste operazioni sono fatte sulle componenti, vale la formula di Cartan (vedi 5.2.4 per
una formula simile):

dO)(X,Y) = X(Y)) — Y(Q(X)) — QX,Y)) (X,Y e (TQG)).

Il prodotto esterno di due 1-forme 2, ¥ su G a valori in T,G ¢ la 2-forma su G a valori in
T.G definita da:

dove [—, —] & il commutatore su T.G (vedi [N1], Lemma 4.10.5).
Con queste definizioni e facile dimostrare ’equazione di Maurer-Cartan per la 1-forma canon-
ica © (definito in Sezione 5.3.1):

1
Infatti, basta dimostrarla per campi di vettori X, Y invarianti a sinistra. Se X = X" eY = XV
con v,w € T,G, allora O(X") = v e O(X") = w, che sono costanti, e percio X"(O(X")) =0 =
X"(©(X")). Di conseguenza, si ha:
(dO)(X¥, X¥) = 0—0—O([X", X¥]) = —O(XP*) = _[p, w].
D’altra parte, vale la seguente catena di uguaglianze:

SO AO)(X", X¥) = L(18(X"), 0(X*)] - [O(X"), O(X")]) = S([v,u]  [w,u]) = [o,ul,

da cui segue l'equazione di Maurer-Cartan.
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6. FIBRATI PRINCIPALI E CONNESSIONI

6.1. Fibrati principali.

6.1.1 L’azione di un gruppo di Lie su una varieta. Sia P una varieta liscia e sia G un
gruppo di Lie. Un’azione a destra di G su P & un’applicazione liscia

oc: PxG — P, (p,9) — pg == o(p,q)

tale che

(1) pe = p per ogni p € P, dove e & I'elemento neutro di G
(2) (pg)h = p(gh) per ogni p € P e ogni g,h € G.

In particolare p = pe = p(gg~') = (pg)g~'. Per ogni g € G, la restrizione R, di o, definita nel
modo seguente:

Ry :=0pxigy : P — P, p — pg,

ha inversa R,-1. Essendo o liscia, anche R, ¢ liscia e quindi ¢ un diffeomorfismo.

Un’azione o ¢ detta libera se pg = p implica g = e, cioe se g # e allora pg # p. Un’azione o
¢ detta transitiva se dato p,q € P esiste un g € G tale che pg = ¢.

Un esempio di un’azione a destra ¢ dato da 0 = : G x G — G, il prodotto del gruppo G,
dove P = (. Quest’azione ¢ libera e transitiva. Un altro esempio ¢ dato da G = SL(n,R) che
agisce su P = R" per A := A~lz, I'inversa serve per avere

2(AB) = (AB) 'z = (B'A™Y)o = BY(A'z) = (zA)B.

Quest’azione non ¢ libera (0A = 0 per ogni A € G) e non ¢ transitiva: se x # 0 non esiste un
A € G tale che 0A = z.

6.1.2 Definizione di fibrato principale. Sia M una varieta liscia e G un gruppo di Lie. Un
fibrato principale su M con gruppo G ¢ dato da una varieta P con proiezione liscia (suriettiva)
7 e da un’azione a destra o:

m™: P — M, c: PxG— P

tale che:

(1) G agisce liberamente su P;

(2) G preserva le fibre P, := 77 (z) di m: w(pg) = 7(p) per ognip € Peg e G, e G ¢
transitivo su ogni fibra di 7;

(3) m: P — M & localmente banale, cioé per ogni € M esiste un intorno U di x e esiste
un diffeomorfismo

U: Pyp=nYU) — UxG,
che preserva le fibre: W(p) = (n(p), v (p)) per un’applicazione ¢ : P — G. Inoltre, si

richiede che W(pg) = (7(p), ¥ (pg)) sia uguale a (7(p), ¥ (p)g), dove il prodotto 1(p)g &
un elemento di G.
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6.1.3 Esempi di fibrati principali. Un esempio facile di un fibrato principale ¢ il fibrato
banale (o prodotto):
7: P=MxG — M, (x,g9) — x.

L’azione di G su P ¢ data da (z,g)h := (x, gh).

Il fibrato di Hopf, vedi Sezione 6.3, ¢ un fibrato principale 7 : S* — S? con gruppo di Lie
G = U(1) = S'. Usando per esempio la coomologia di de Rham, oppure il gruppo fondamentale,
si pud mostrare che S? % S? x S! e quindi questo fibrato non ¢ banale.

6.1.4 I campi fondamentali su un fibrato principale. Sia 7 : P — M un fibrato principale
su una varieta liscia M con gruppo di Lie G. Per v € T.G definiamo un campo vettoriale vF,
detto fondamentale, su P nel modo seguente. Sia v un cammino in G che rappresenta v. In
altri termini, v(0) = e(e G), ¥'(0) := v = v; ad esempio () = exp(tv). Per ogni p € P
otteniamo un cammino 7,(t) := py(t) in P e definiamo (v*),, := ~/(0) in T,P.

Un altro modo per ottenere lo stesso campo ¢ di definire, per p € P, un’applicazione liscia

op: G — P, g — pg.
In virtu della definizione del differenziale (vedi 2.1.5), si ha:
(dop)e : T.G — T,P, V=" — (Uﬁ)p = (dop)e(rx) = (0p07)x

perché (o, 0 v)(t) = py(t) rappresenta (v?),.
Da questa descrizione del campo fondamentale v*, con v = v, € T,G, segue:
(Uﬁ)pg = (0pg07)x = (0p0g7)s = (doy)g(dLg)ers = (doy)g(XY)g-
Cid mostra come il campo invariante a sinistra XV su G e il campo v* siano correlati tramite
la mappa o,:
(Uﬁ>0p(9) = (dop)e(X")g, ciod f = (dop) X"
In particolare, vale per ogni p € P (vedi 2.2.3 e 3.3.5):

([U’w]ﬁ)p = (dap)e(X[U’w])e = (dop)[X", X"]c = [(do,) X", (dop,) X "], = [Uﬁ,ﬂfﬁ]p-

6.1.5 L’azione di G su un campo fondamentale. Vogliamo ora dimostrare che
(ng)p(Uﬁ)p = (Adg*l(v)ﬁ)pg’
dove, per g € G e v € T.G, si definisce
Ady(v) == gvg™*
(dove G C GL(n,R) e T.G C T;GL(n,R) = M,(R)).
Dato che R,(pg~') = p, basta dimostrare che
(dRg)pg— (Uﬁ)pg‘l = (Ady— ("U)ﬁ)p'

Per definizione si ha vf)g,l = ('(0), dove B(t) = (pg~')exp(tv) = p(g 'exp(tv)). Si noti che
non c’e bisogno che § sia espresso mediante I’esponenziale, ma puo essere un cammino qualsiasi

purché vf}g,l = ('(0). Risulta quindi che (dR,),,-1(v*),5-1 = (R, - B)(0).
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D’altra parte, si ha

(Ry - B)(t) = Ry(B(t) = B(t)g = pg" exp(tv)g) = plexp(t(g™'vg))) = plexp(tAdy-1 (v)));
per definizione si ha che (R, - 8)'(0) = (Ady-1(v)*),.

6.2. Connessioni su fibrati principali.

6.2.1 Definizione di connessione su un fibrato principale. Sia 7 : P — M un fibrato
principale su una varieta liscia M con gruppo di Lie G. Per ogni p € P, lo spazio tangente T}, P
di P in p ha un sottospazio canonico, detto sottospazio verticale:

Vert,, := ker ((d7), : T,P — TrpnyM) = T.G = g.
Ogni v € g definisce un campo di vettori fondamentale v* su P, e si ha
Vert,, = {vfJ el,P:veg}.

Una connessione A sul fibrato principale P ¢ un’assegnazione di un sottospazio Hor, C T,P,
per ogni p € P, tale che

1T,P = Vert, ® Hor,.
Inoltre, Hor, dipende in modo differenziabile da p e per ogni p € P e g € G si ha:

Hor,, = (dR,),(Hor,),  dove (dR,), : T,P —» Tp,P.

6.2.2 La 1-forma di connessione. Sia A una connessione sul fibrato principale 7 : P — M.
Se X e un campo vettoriale su P, si ha una scomposizione

X, = X, + X[ (X) e Vert, =g, X] €Hor,),

che definisce campi vettoriali X e X su P. Poiche X} € Vert,, si ha X = v* per un unico
v € g. Abbiamo allora una 1-forma « su P a valori in g:

a: P—T'P®g, p— a, = [X, — v] se vﬁ:X;/,

cioe oy, : T, P — g ¢ la composizione della proiezione 7, P — Vert, e dell'isomorfismo Vert, = g.
Questa 1-forma a valori in g si chiama forma di connessione di A. Si noti che dato o e X, si
ha X = o,,(X,)* e quindi

X;{{ = X, — ((ap(X,)?), € Hory,

In altre parole, o determina la connessione A, perché permette di trovare i sottospazi oriz-
zontali.

Se X ¢ un campo di vettori su P, allora il campo vettoriale di vettori orizzontali X su P ¢
dato da

(X™1), = (X,)" = X, — (O‘p(Xp))ﬁ)p'

Di solito, scriviamo semplicemente Xz{{ per questo vettore tangente orizzontale.
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6.2.3 Una connessione e la sua forma di connessione. Come abbiamo visto nella Sezione
6.2.2, la forma di connessione « di una connessione A determina A. Per descrivere tale forma,
vale il seguente risultato.

Una 1-forma « a valori in g su un fibrato principale 7 : P — M, con gruppo G, ¢ la 1-forma
di una connessione A se, e solo se, a soddisfa le seguenti condizioni:

(1) a(v*) = v per ogni v € g,
(2) Ry = Adg-1c per ogni g € G.

Prima mostriamo che la forma di connessione « soddisfa (1) e (2). La prima condizione segue
dalla definizione di . Infatti, (v*), € Vert, e quindi a,((v*),) = v per ogni p € P. Per la
seconda condizione scriviamo X, = X;Y —i—XIfI come sopra. Poiché «,, ¢ R-lineare basta verificare
(2) per tutti vettori X} € Vert, e X! € Hor,. Dato che X} € Vert,, si ha X" = (v%), per

un v € g. In generale, vale (dRy),(v), = (Ady-1(v))%, (vedi 6.1.5). Pertanto segue il caso
‘verticale’:

(R;O‘)p(@ﬁ)p) = apg((ng)p@ﬁ)p) = apg((Adgfl(mﬁ)pg) = Adg-1(v) = Adg*lap((vﬁ)p)a

per ogni X} = (v*), € Vert,. Nel caso X} € Hor,, si ha a,(X!) = 0 e quindi Adg-10,(XF) =
0. Visto che Xzﬁq € Hor, e che per una connessione si ha (ng)pr € Hor,,, otteniamo
(Ria) (X)) = apg((dRy),X,[) = 0, e segue il caso ‘orizzontale’.

Per mostrare che una 1-forma « con valori in g che soddisfa (1) e (2) definisce una 1-forma
di una connessione A, basta definere la connessione A nel modo seguente:

Hor, := {X, € T,P : a,(X,) = 0}.

Allora si verifica facilmente che quest’assegnazione € una connessione A con 1-forma a.

6.2.4 La curvatura di una connessione. Similmente al caso della 1-forma canonica su un
gruppo di Lie G, definiamo adesso la curvatura €2 = €, di una 1-forma di connessione « su un
fibrato principale 7 : P — M. La curvatura {2 ¢ una 2-forma su P a valori in g ed e definita
nel modo seguente:

QX,Y) = (da)(X, V), (X,Y € I(TP),

dove X, Y sono i campi orizzontali definiti dai campi vettoriali X, Y su P e la definizione
di derivata esterna per 1-forme a valori in g su P e la generalizzazione ovvia di quella nella
Sezione 5.3.2. Precisamente, si ha:

(da)(X,Y) = X(aY)) — Y(a(X)) — a([X,Y]) (X,Y e (TP)).
In altre parole, in ogni punto p € P si ha:
Qp(Xp, Yp) = (d@)p(X}fI7}/;JH)7 (VXp, Y, € T,P),

(cf. [N1] 5.2).
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6.2.5 L’equazione di struttura di E. Cartan. Sia o una 1-forma di connessione su P e
sia €1 la sua 2-forma di curvatura. Allora:

1
Q =da + 5&/\04,

dove il prodotto esterno di due 1-forme «, 8 su P con valori in g & dato in generale da (vedi
Sezione 5.3.2):

(@A B)(X,Y) = [a(X),f(Y)] = [a(Y), B(X)],  (X,Y € I(T'P)),

dove [—, —] indica il commutatore su g.

Per mostrare 1’equazione di Cartan, basta considerare i casi qui sotto, perché entrambi i
membri sono R-bilineari e alternanti. Sfruttiamo, con riferimento a [N1], alcune proprieta delle
parentesi di Lie che non abbiamo mostrato.

(1) X = X7 Y =Y#. In questo caso si ha a(X) =0 = a(Y) e quindi (a A a)(X,Y) = 0.
Rimane da verificare che Q(X,Y) = (da)(X,Y), ma non ¢ altro che la definizione di 2.

(2) X = XV (poi consideriamo Y). In questo caso Q(X,Y) = 0 per ogni Y. Quindi
dobbiamo mostrare che do(X,Y) 4+ 3(w A a)(X,Y) = 0 per ogni Y. Sia v € g tale che
X, = (v*),. Allora in p:

do(X,Y) = da(v",Y) = v (a(Y)) = Y(a(vh)) — a([v",Y]) = v¥(a(Y)) — a([v,Y]),
perché a(v*) = v & una funzione costante su P. D’altra parte, si ha:
(aAa)(X,Y) = (@A a)("Y) = [a(vF), a(Y)] = [a(Y), a(vF)] = 2v, a(Y)].

Supponiamo adesso che anche Y, = (w*), sia verticale. Poniamo Y = wt, ovvero
a(Y) = w costante. Ne segue che v¥(w) = 0. Applicando [vf, w*] = [v,w]* (vedi [N1],
Thm 4.7.8, p.243), si ottiene:

da(X,Y) = —a([v",Y]) = —a([v!,vf]) = —a(fv,w]) = ~[v, .
Similmente,
(aNa)(X,Y) = 2[v,a(Y)] = 2[v,w],

quindi vale I'equazione di Cartan.
Nel caso in cui Y, = YpH sia orizzontale, si ha a(Y*#) = 0 e rimane:

da(X,Y) = —a([vﬁ,YH]),

mentre (aAa)(X,Y) = 0. Dobbiamo allora mostrare che o([v*, Y]) = 0 per ogni v € g
e ogni campo orizzontale Y| cio¢, dobbiamo mostrare che adesso il campo [vf, Y] &
orizzontale.

Sia v(t) = exp(tv). Esistono diffeomorfismi R,y : P — P tali che Ry Ry(s) = Ry(i+s)
e R = idp. Inoltre, (v%), & rappresentato dal cammino ¢ — R.p = py(t). Allora si
puo mostrare che (vedi [N1], (4.6.23))

ARy Y™, — V]

p

b VHL = vH o 1
o5, Y], = [V, 0f], = lim t

Visto che Horpy ) = (AR ),Hory, il vettore tangente (dR. Y '), — Y, & orizzontale
per ogni ¢ e quindi anche [vf, Y], ¢ orizzontale. Questo conclude la dimostrazione
dell’equazione di Cartan.
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6.2.6 L’identita di Bianchi. Data una k-forma w su P a valori in g, si puo definire una
(k + 1)-forma dw su P a valori in g. In generale, non vale d%w = 0. Nel caso della 2-forma di
curvatura di una 1-forma di connessione « si ha invece I'identita di Bianchi:

dQ = —[a, Q).

6.3. Il fibrato di Hopf su S°.

6.3.1 Definizione del fibrato principale di Hopf. Definiamo il fibrato principale, detto
di Hopf, 7 : P = 5% -+ M = S? con gruppo G = U(1). Identifichiamo
R* =~ C?, = (20, T1,T2,73) > Uy = (o)1, (Ve)2) = (To + @71, 29 + ix3).

Su R* abbiamo il prodotto scalare standard

<xy>=) xy = Re((wo +iz1)(yo — 1) + (22 + i) (y2 —iys)) = Re(Y_(v2);(v,);).

La sfera % = {z € R* : < 2,z >= 1} ha fibrato tangente.
TS* = {(z,y) ER*xR*: <z,x>=1, <2,y >=0}.
La fibrazione di Hopf e data da
m:8 — PYC) & S, (z,w) — (z:w) ((z,w) € S* C C?),
Il gruppo di Lie
G=U1)={) eC: |\N=1}
agisce su S nel modo seguente:
G x S — S°, (A (z,w)) — (Az, Aw).

Visto che (Az : Mw) = (2 : w) € P!(C), quest’azione preserva le fibre di 7 e non ¢ difficile
verificare che in questo modo il fibrato di Hopf e un fibrato principale con gruppo G.

6.3.2 I campi vettoriali verticali. Un vettore tangente in 73U(1) = R & definita da un
cammino y:
Yo i) — € e[— U(1), s — et

Infatti, v(0) = 1 e d(e*")/ds = ite”!, che in s = 0 ¢ it. L’isomorfismo T;U(1) & R pud
essere dato da (y;)« > t.

Sia p = (z,w) € S%. 1l campo di vettori verticale v*, dove v = (). € T1U(1), ha valore
(v*), € T,S in p. 1l vettore tangente (v*), ¢ definito dal cammino s +— py,(s) € 3 C C2
Quindi

) ) d ist 15t
(zw)n(s) = (672, *w), (o), = w = (itz,itw) (€ T(ou)S?).
S |s=0
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E’ facile verificare direttamente che (itz, itw) € T, .S

< (z,w), (itz,itw) >= Re(z(itz) + w(itw)) = Re(—it(2z + ww)) = 0

visto che t, zZ e ww sono reali.
Quindi abbiamo determinato il sottospazio verticale Vert,, di 7,5%:

Vert o) = {(itz,itw) € T(,,)S® C C*: teR}.

6.3.3 Una connessione A sul fibrato di Hopf. Dato che 7,5 C R* = C? e che abbiamo
un prodotto scalare su R* possiamo definire un sottospazio complementare semplicemente
imponendo che:

Hor, := Vert; ={ye T(z,w)S?’ s <y, (iz,iw) >= 0}, (p = (z,w) € S?)

il complemento ortogonale di Vert, (per la metrica Riemanniana su S® definito dal prodotto
scalare su R?).

Per mostrare che p — Hor, ¢ una connessione sul fibrato di Hopf, dobbiamo verificare che
Hor,, = (dR,),Hor, per ogni p € S® g € U(1). Se p = (z,w) si ha R,(p) = pg = (e**z, e"w).
Quindi R, ¢ indotta da un’applicazione lineare, unitaria (e quindi ortogonale per < —, — >) su
C?. Il suo differenziale & percio lineare ed ¢ dato da (dRgis),(a, b) = (e*a, eb) per (a,b) € T,S?,
che ¢ una mappa ortogonale tra spazi tangenti per il prodotto scalare < —, — >. Visto che
Vert, ¢ per definizione invariante per R, segue allora che Hor), ¢ invariante per R,.

Adesso abbiamo una connessione A sul fibrato di Hopf. (Vedi [N1], p.295 per il caso m : ST —
S3)

6.3.4 1l fibrato di Hopf e SU(2). Sfruttando il diffeomorfismo

32 SUQ), = v, =(z,w) Ay = (xo—I—wl —T +Z!E3) _ <z —_@) ’

To +1r3 Xp — X1 w oz

e il fatto che (%) = A(w)($), si puo usare la teoria dei gruppi di Lie per studiare il fibrato di
Hopf.
L’identita e = I € SU(2) corrisponde al vettore p. := (1,0,0,0) € S? e quindi

T.SU2) = T,,5° = {y e R*: < pe,y >=0} = {(y1, 42,93, 9a) €R*: 51 = 0},
L’algebra di Lie di SU(2) ¢ quindi:

T.5U(2) = {( o +w3) . (v1,v2,v3) € R? }

Vg + 1U3 —1U
Visto che il fibrato tangente di SU(2) ¢
TSU(2) = {(A,(dL,).V = AV) € M(C)* : A€ SU(2),V € T.SU(2)},
la 1-forma canonica su SU(2) ¢ data da:

©: TSU(2) — T,SU(2), (X4 = (A AV) — V.
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Si noti che il campo vettoriale invariante a sinistra X" definito da V' = diag(i, —i) € T,G &

dato da
v B [z —w v 0\  [iz w
(X )A(z,w) - A(z,w)v - (w = ) (0 —@') o (iw —i?) ’

che corrisponde al vettore (iz,iw) € T(z,w)S3_ Visto che (iz, iw) = (v%),.4, dove v = 1 € T,U(1),
si ha in generale:
(XV)A(z,w> = (vﬁ)(z,w), percio XV = Uﬁ7

dove v =t € T.U(1) e V = diag(it, —it) € T.SU(2).

6.3.5 La 1-forma di connessione del fibrato di Hopf. Adesso definiamo, usando le
coordinate su T.SU(2) come sopra, una 1-forma su SU(2) = S* a valori in T,G:

(673 TeSU<2) — TlU(l) & R, (XV)A = (A,AV) — _Z‘/ll = V1.

Si noti che se prendiamo la R-base

i 0 0 -1 0 i
61::(0 —i>’ 62::(1 0)7 63::(1’ 0)

di T,SU(2), allora © = " 0,e; e « = O1. In particolare, si ha:

a(XV) = 0,(XY) = —iVq,.
Pilt precise, per ogni p € S% si ha: a,(A,V) = a.(V) = —iVi; perche ©, e quindi Oy, &
invariante a sinistra.

Mostriamo che la 1-forma « ¢ la 1-forma di connessione della connessione A definita in 6.3.3.
Dobbiamo verificare che, con p = (z,w) € S3, si ha:

ker oy, = Hor,, dove Hor(. . := {y € T(zyw)S?’ s <y, (iz,iw) >= 0}.

Per dimostrarlo, basta osservare che il prodotto scalare < —, — > su R* = C? ¢ invariante per
SU(2). Infatti, se A € SU(2) si ha "AA = I (vedi 4.1.1) e quindi anche "AA = I, percio:
< (zl,wl), (ZQ,UJQ) >i=

Re(z17Z + wiwWs) = Re ((z1 wi) (2)) = Re((z1 wi)"AARZ)) =< A, AR) > .

w2

Visto che Vert, = (XV), & un campo invariante a sinistra, si ha allora che anche Hor, = Vertj
soddisfa

HOI"(ZM) = A(z,w)HOI‘(LO).
Pertanto, se Xf € Hor,, allora
O‘p(Xf) = ap(Apr) = a(X]T) = 0,
perché X € Vert: = {(0,u) : u € C}.

6.3.6 La curvatura () di a. La formula per la curvatura €2, una 2-forma con valori in
TU(1) = R (un’algebra di Lie dove il commutatore, e quindi a A «, ¢ banale!) ¢ (vedi 6.2.4):

Q =da+ anNa = da.
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Per calcolare €2 osserviamo che l'equazione di Maurer-Cartan (vedi 5.3.2) d© = —(1/2)[©, 6]
implica che

Q = da = d(©)) = (d©), = —%(@/\@)1.

Qui, con © A © intendiamo il commutatore su 7,SU(2), che & non banale.
In particolare, dati due vettori tangenti X,,Y, € T,5° si puo calcolare (X, Y,) nel modo
seguente: prendiamo V,W € T.SU(2) tale che X, = (XV),, Y, = (X"),, allora (vedi 5.3.2):

QXY XY) = —3(OA0) (XY, XW)

([B(XY), 0(X")]1 — [O(X™), 6(X "))
([V, W] = W, Vi)

- ’L[V;W]H

i
2
i
2

Si noti che Q(XY, X") non dipende dal punto p € S e quindi ¢ invariante a sinistra. Per
definizione di €2, questa 2-forma dipende soltanto dalle componenti orizzontali. Quindi €2 e
determinato dai valori su Hor, C T.SU(2). Una base di Hor, ¢ data dalle matrici es, e3 in
6.3.5. Visto che Q ¢ alternante (cioe, (e, €2) = Q(es, e3) = 0) rimane da calcolare Q. (e, e3) =
—Q.(e3,e3). Si ha:

Qe(€2,€3) = Z'[62,63]11 = ’i(€2€3 —6362)11 = Z'(—2‘91)11 = 2.

In particolare, §2 # 0.

6.4 La 1-forma di connessione del fibrato di Hopf (bis) Nella Sezione 6.3.5 abbiamo

trovato la 1-forma di connessione « del fibrato di Hopf, usando 'identificazione S* = SU(2).

Adesso daremo un’altra formula per o usando soltanto S® = {(z,w) € C? : 2z + ww = 1}.

Mostriamo che o = wygs, dove w ¢ la 1-forma (a valori in R) su C* = R* data da (cf. [N2], p.69):
w = Im(zdz + wdw),

dove per (u,v) € T(,,)C? si ha:

(d2) 2wy (u, v) == u, (dw) 2wy (u, v) = 0.
Scrivendo z = g + 171, W = To + T3, U 1= Yo + 1Y € U := Yo + 1y3 otteniamo allora la forma
‘reale’ di w:
Wzo,...xs) (Yo, - - -, Y3)) = Im((zo—ix1)(Yot+iy1)+(v2—iz3) (yat+iys)) = —T1Yo+Toy1—T3Y2+T2ys,
cioe
w = —x1dxg + xodry — x3dTy + TodXs3.

Come visto nel paragrafo 6.3.2, i campi verticali v* sono dati da (vgz w)) = (itz,itw), dove

v=t¢€g. Siha cosi:
wy(V9)p) = Wi (itz, itw) = Im(Z(itz) + W(itw)) = Re(t(zz + ww)) = t = v,

che ¢ la prima condizione per la 1-forma di connessione. Per verificare che w,(Hor,) = 0,
osserviamo anzitutto che per ogni A € SU(2) si ha:

wai)(A() = Im(FW)'AA(})) = Im(FW)(})) = wie)(()-
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Di conseguenza, w ¢ invariante per traslazione per elementi di SU(2). Visto che ogni v* &
invariante per traslazione a sinistra, si ha Verty, = AVert,. Ogni A € SU(2) preserva anche il
prodotto scalare su C? = R?, in particolare (Av)t = A(v!), quindi si ha:

Hora, = (Verta,)® = (AVert,): = A(Vert,)" = AHor,,.
In p=(1,0) € S C C? si ha Vert g =< (4,0) > e
Hor(1,0) = {(iv1, vo+ivs) € T10S®: Re(—v1) =0, v; €R} = {(0,v9+iv3) € T1 05 : v; € R}
Visto che
w0 ((0,v)) = Im(1-0+ 0-v) = 0, siha w0 (Horgg) = 0.

Per ogni p = (z,w) € 5% si ha A, ) € SU(2) e A (o) = (5), percid anche w,(Hor,) = 0.
Questo conclude la dimostrazione che o = w.

6.5. Il pull-back sulla base.

6.5.1 Sezioni locali. Sia 7 : P — M un fibrato principale su una varieta liscia M con gruppo
di Lie G. Siano Vi, V5, C M due aperti tali che ci siano diffeomorfismi

U, : Py =71 Vi) — V;xG,
che preservano le fibre:
Wi(p) = (7(p), ¥i(p)),  etaleche (gp) = ¥i(p)g-

In questo caso, le funzioni di transizione

gii: VinVa — G, gu(e) = () @i(p)™ (p € Pri=mt(p))
sono indipendenti dalla scelta di p € P,, perché se anche q € P,, allora ¢ = pg per un certo

g € G e quindi
i) (i)™ = ¥i(pg)(Wi(pg)) ™" = ¥i(p)gg " (Wi(p)) ™! = ¥;(p)(Wi(p) "

Una trivializzazione (V;, ¥;) definisce una sezione canonica del fibrato P tramite (vedi [N1],
3.3, p.170)
si: Vi — Py, si(x) = U (z,e).
Si noti che
Vi(si(x)g) = (2, ¢il(si(x)g)) = (z,¢i(si(z))g) = (x,e9) = (2,9),

dove abbiamo usato che ¥;(s;(x)) = (x,€), quindi ¥;(s;(x)) = e.
Come appena visto, si ha:

Wj(si(x)gsi(x)) = (2,95(2)),  quindi ¥;(s;(x)gsi(x)) = gu(x),
mentre s;(z) € 7 1(x) e ¥;(s;(z)) = e; percio vale la relazione seguente:
Ui(si(@)) = vi(si(@)) (Wilsi(2)) ilsi()) = gi(z)e = gjil=).
Poiché ¢; : 77! (z) = P, — G & una biiezione otteniamo ([N1], Excercise 3.3.5, p.172):
si(@) = s;j()gji(x),  (xeVina).
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6.5.2 Un differenziale. L’azione a destra di G sul fibrato principale P definisce, per ogni
p € P, un’applicazione liscia
op: G — P, g — pg = o(p,g).
Si noti che 0,(g9) € Pr(p), quindi il differenziale di o, in ¢ € G mandera T,G in Vert,, C T, P.
Mostriamo che il differenziale di o, ¢ dato da:
(dop)g : TyG — TP, (doy)g(w) = ((@g(w))ﬁ)pga

dove O ¢ la 1-forma canonica su G a valori in g (quindi ©4(w) € g). Questo vettore tangente
definisce un campo canonico (0,(w))* su P, che verra calcolato in pg € P.

La dimostrazione e facile. Il vettore w € T,G = (dL,).1.G e rappresentato da un cammino
g7(t) dove v(0) = e e g7'(0) = w. Siav =+/(0) € T.G; allora w = (dL,).v, e quindi O,(w) = v.
Il vettore tangente (do,),(w) & rappresentato dal cammino pgy(t); questo cammino rappresenta
anche il vettore (v%),, = ((0,(w))*),, (vedi 6.1.4): questo conclude la dimostrazione.

6.5.3 1 differenziali delle sezioni locali. Siano adesso, come in Sezione 6.5.1, s; : V; — P
due sezioni di P su aperti V; C M, e sia
s1(z) = sa(x)gor (), si: Vi— P,

dove g9 : V1 NVa — G & un’applicazione liscia. Allora, per x € Vi NV, e v € T, M, si ha ([N1],
Excercise 5.1.4):

(ds1)a(v) = (d Rz (0))sa(e) ((d52)av) + ((9519)2(0)) sy 0)-

(v
Per verificare la formula, si noti che in coordinate locali ss()g21(x) € il prodotto di due matrici
(P, =2 G C M,(R)) e con Leibniz si ha allora che (ds1), = (df).+(dg). dove f(y) = s2(y)ga1(x)
e g(y) = s2()g1(y) per z fissato.

Visto che f(y) = Ry,,(2)(52(y)), il differenziale di f in x ¢ (dRy,,(2))ss(x) © (dS2). Poi g(y) =
Osy(2)(921(y)), quindi il differenziale di g in x € (dos,(2)) g1 (2) © (dg21) € si ha:

(ATs3(2)) o1 (2) ((dG21)2v) = (Ogyy ((dg?l)xv))ﬁ)w(x) = ((921®)x(v))ﬂ)82(x)gz1(x) )
siccome $y(7)g21(x) = s1(x), abbiamo dimostrato la formula.

6.5.4 1 pull-back di o e 2. Siano, come nella Sezione 6.5.1, s; : V; — P due sezioni del
fibrato principale 7 : P — M con gruppo di Lie G su aperti V; C M, e sia
s1(xz) = s2(x)g (), si: Vi— P,

dove go1 : V1 NV — G e un’applicazione liscia. Sia A una connessione su P. Adesso consideri-
amo il pull-back sfa della 1-forma di connessione «, e similmente il pull-back s;(2 della 2-forma
di curvatura €2 su V;. Otteniamo le due formule seguenti che sono di grande importanza per la
teoria di Gauge.

Sia A; := sfa e sia O la 1-forma canonica su G, allora si ha ([N1], Lemma 4.8.2, p.260)

A = Adgil oAy, + g;l@,
cioe, per ogni x € V1NV, e v € T, M si ha la seguente identita in g:
Ai(2)(v) = g3 () (Aa(2) (1)) g1 () + Oy 0 ((dg2r)v)-
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La dimostrazione usa la formula della Sezione 6.5.3 e la proprieta Rja = Adg-1a di o
dimostrata nella Sezione 6.2.3:

Ai(z)(v) = a((dsi).v)
= a((dRg,;(2))sa(a) (d52)20)) + (((9510)2(0))F) s (a))
Ad—1 () (((ds2),v)) + (95:0)2(v)
= Ady1)(As(2) (V) + (9510)a(v).
Sia F; := sQ; allora si ha ([N1], Thm 5.2.3, p.313):
Fi = Adgro0F,
cioe, per ogni x € Vi NV, e v,w € T, M vale la seguente identita in g:
Fi(@)(v,w) = gy (2) (Fa(2) (v, w)) gon ().
La dimostrazione usa la formula della Sezione 6.5.3 e il fatto che se v (0 w) & verticale si ha
Q(v,w) = 0. Visto che ((¢3,0)2(v))*)s,() & verticale e che § & bilineare, rimane quindi
Fi(@)(v,w) = Q((ds1)v, (ds1)sw)
= ((ngzl(x )s2(2)(452) 20, (ARgy1 () sa () (ds2)0w))
= () (2((ds2)2v, (ds2),w))
= x)(fQ( z) (v, w)),
dove abbiamo usato di nuovo che (Rg)*Q = Ady-1 0 Q (vedi [N1], Lemma 5.2.2, p.312).

6.5.5 Osservazioni. Una 1-forma di connessione a su P si chiama campo di Gauge, il suo
pull-back A = s*a a un aperto V' C X ¢ detto potenziale di gauge e il pull-back della 2-forma
di curvatura F = s*Q) ¢ detto ‘local field strength (in the gauge s)’ (vedi [N1], p.312).

Nel caso in cui G C GL(n,R) si ha I'identificazione T,G = {¢X : X € T,G} C M,(R). La
1-forma canonica © si scrive spesso © = g~ 'dg perché ©,(¢gX) = X. La formula per il cambio
di sezione (cioe della gauge) e allora, in forma semplificata,

Al - Ad x)(.AQ) ‘I’ 921@
= Jn A2921 + 951'dga
= 93 (Azs + d)gar.

6.6. Esempio: Elettromagnetismo.

6.6.1 Formalismo covariante. Sia M = R?® xR il spazio tempo. Un campo elettromagnetico
su M consiste in due campi vettoriali £, B : M — R3 che soddisfano ’equazioni di Maxwell.
Consideriamo soltanto il caso senza correnti e carichi (J = 0, p = 0) e mettiamo ¢ = 1.
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Nel formalismo covariante i campi £, B sono i componenti di una 2-forma differenziale F' su
M, detta tensore di Faraday:

F = Eldl'l A dt + EQdIEQ A dt + Egdl'g A dt + Bldl'g VAN d[Bg — BQd.ﬁEl VAN d[l?g + Bgdl’l A daﬁg .

La condizione che la derivata esterna di F' e zero, dFF = 0, e equivalente a due delle quattro
equazioni di Maxwell:

dFf =0 <— VXE+0B/ot =0, V-B=0.

Le altre due equazioni di Maxwell, V- £ =0, V x B = 0, sono equivalente a d(xF') = 0 dove
x : EX(M) — E*(M) ¢ Poperatore di Hodge definito dalla metrica lorenziana su M, che perd
non definiamo qui.

Siccome F & definito su tutto M =2 R* e dF = 0 esiste una 1-forma A, detto quadripotenziale,
su M tale che dA = F. (L’esistenza di A ¢ garantita, per esempio, dal fatto che H% (M) = 0.)
Si noti che se f : M — R ¢ una funzione liscia, allora dA = d(A + df) perché la derivata
esterna ¢ lineare e vale d? = 0.

6.6.2 Un fibrato principale banale e 1-forme di connessione. Sia P := M X R che e
un fibrato principale con gruppo di Lie G = R se poniamo

m: P — M, ((z,t),u) — (z,1), o: PxG — P, o((z,t),u),w) = ((z,t), utw).
In particolare, per p = ((x,t),u) € P si ha
o,: G — P, op(w) = p-w = ((x,t),u+w) .

Per v € TyR = R (identifichiamo v <> vd/du), il campo vettoriale fondamentale v* su P ha
valore in p = ((z,t),u) € P dato da

(vh), = (dop)ev = v,

dove la carta su P ¢ (P,idp), quindi p — (x4, ..., x3,t,u) € R® (si noti che la matrice Jacobiana
dice ((0000),1): TyR = TiupyM x T,R.)
In questa carta, ogni 1-forma « su P e scritto

a = aydxy + asdxy + azdrs + asdt + azdu, aiy...,a5: P — R,

dove ogni a; € una funzione liscia. Siccome R = TyR, possiamo considerare o come una 1-forma
su P con valori in R.

Inoltre, @ ¢ una 1-forma di connessione se e sole se valgono le due condizioni di §6.2.3. 1l
primo ¢ a(v*) = v, siccome a,((v*),) = as(p)v questo ¢ equivalente a as(p) = 1 per ogni p € P.
L’ultima condizione ¢ Rja = Adg-1a per ogni g € G, siccome G ¢ abeliano questo vuole dire
Ry = . Per definizione del pull-back (§5.2.5) si ha (R;,a,)(X) = ag, ) ((dRy),X). Siccome
Ry,((z,t),u) = ((x,t),u + w) e quindi il differenziale di R,, & l'identita idgs = dR,, = J(Ry) :
R®> = T,P — Ty, P = R®, si ha Ria = «a se e solo se a;((x,t),u) = a;((,t),u + w) per ogni
w € G = R, cioe¢ nessun a; dipende da u. Le a; sono quindi funzioni su M: a;((z,t),u)) =
a;(x,t). Percio le 1-forme di connessione su P sono le 1-forme

a = a1dxy + asdxs + asdxs + audt + du, ay,...,aq4: M — R



46 G. BINI S. CACCIATORI B. VAN GEEMEN

6.6.3 I sottospazi Hor,. Anche se non serve nel seguito, determiniamo i sottospazi Hor, =
ker(ay,) C T,P per p € P. Per un vettore tangente X = (X,...,X5) € T,P si ha a,(X) =
a1(p) X1 + ...+ as(p) Xy + X5. Quindi la connessione definita da a & data da

Horp:{(Xl,..., Zaz XGR}.

La decomposizione T,,P = Hor, ® Vert, ¢ quindi

4
X = X7+ XV, (Xy,...,X;) = (X4,..., X Zaz Xi) +(0,0,0,0, X5+ > (a;(p)X;) .

=1

6.6.4 1l potenziale di gauge A. Ogni gauge, cioe ogni sezione o : M — P del fibrato P,
deve soddisfare 7(o(z,t)) = (x,t) e quindi ¢ data da o((z,t)) = ((x,t), f(x,t)) per una funzione
liscia f su M, questa sezione ¢ scritto oy. Il pull-back di «, una 1-forma su M, detto potenziale
di gauge e scritto Ay e:

Ay = oja, quindi  (Af) @ (X') = apen((do)@y)X) (X' € TuyM) .

Si noti che
(dO’)(I,t) : T(x,t)M = R4 — Ta(x,t)P = T(x,t)M X Tf(x7t)R = RS

¢ data dalla matrice 5 x 4 con blocco sopra I, e ultima riga df = J(f). Siccome a;((z,t),u)) =
a;(x,t) possiamo interpretare gli a; come funzioni su M e troviamo (cioeé basta sostituire u = f
in a per trovare Ay):

A = aydzy + axdzs + agdrs + agdt + df, ay,...,a5: M — R

Notiamo che la differenza tra due pull-back, Ay — A, = df —dg = d(f — g), ¢ il differenziale
della funzione f —g. Quindi A; = A, + dh per una funzione liscia h su M. Percio il potenziale
di gauge cambia per un differenziale (un gradiente per fisici) se cambiamo il gauge, similmente
all’ambiguita del quadripotenziale.

6.6.5 Il campo F. La curvatura €) della connessione definita da o e la due forma su
P (con valori in ToG = R) definita da Q(X,Y) = da(X?,YH). Dalla formula di Cartan,
Q=da+(1/2)a A a (vedi §6.2.5). Visto che G = R ¢ 1-dimensionale il prodotto (alternante!)
su T.G deve essere banale, se T.G = Ruv allora [v,v] = —[v,v] quindi [v,v] = 0. Ma allora
a A a =0 e troviamo
QX,Y) = da(X",YH) = da(X,Y) .
Consideriamo il campo Fy := 03{l su M. Si ha
Fp =030 = (0pda) = d(o}a) = dA; .

Come visto, se cambia la guage, Ay = A, +dh, ma allora Fy = d(A, +dh) = dA, = F, perché
d? = 0. Concludiamo che il campo non dipende dalla gauge o (infatti il gruppo G ¢ abeliano
e quindi Ad,-1 o F = F).
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Un altro modo per calcolare  sfrutta la determinzione di X in §6.6.3. Si noti che, visto
che a5 = 1 e d(du) = 0, si ha (scriviamo t = x4 per semplificare la notazione):

da = d(aydz; + axday + asdas + audt + du) = Y byday Aday

1<i<j<4

dove b;; = da;/0x; — da;/Ox;. Visto che per X = (X1,..., Xy, X5) siha X7 = (X,..., Xy, X))
come sopra, ma che non compare una du in da, si ha

QX,Y) = da(X#,YH) = da(X,Y),

quindi troviamo di nuovo che 2 = da.

6.6.6 Conclusioni. Quindi, data una connessione su P, e scelta una gauge oy, si ottiene una
1-forma Ay su M che ¢ determinata a meno del differenziali di una funzione lisca su M. Inoltre,
il campo Fy, una 2-forma su M ottenuto tramitte la curvatura della connessione, ¢ dato dalla
derivata esterna della 1-forma A;. Come visto, F' := F; non dipende dalla gauge. Il campo F
soddisfa dF' = d*A; = 0 e percid soddisfa due delle quattro equazioni di Maxwell.

Per ulteriori applicazioni alla fisica ¢ importante usare il gruppo di Lie U(1) invece di R (qui
sopra era soltanto importante che T,G € uno spazio vettoriale di dimensione uno). Nella teoria
di fibrati principali si definiscono equazioni di Yang-Mills per connessioni (tramitte equazioni
differenziali sulla curvatura €2). Da queste equazioni si ottengono le altre due equazioni di
Maxwell.

Una connessione sul fibrato principale P che soddisfa ’equazioni di Yang-Mills definisce allora
un campo elettromagnetico. La teoria di gauge permette anche di considere la quantizatione
delle carica elettrica, i monopoli e 'interazioni tra campi elettromagnetici e particelli, vedi i
libri di Naber per esempio.

Le connessioni su fibrati principali con i gruppi di Lie non-abeliani SU(2) e SU(3) sono di
particolare interesse per la teoria delle particelle elementari.
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